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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 


Dieses Buch gehört zu einer sechsbändigen Gesamtdarstellung der Theo- 
retischen Physik, die die Bände ‚Teilchen‘, „Wellen“, „Quanten‘“, „Felder“, 
„Statistik“ und ‚„Relativität“ (zitiert als T, W, Q, F, S, R) umfaßt. Es enthält 
eine in sich abgeschlossene Darstellung der Thermodynamik und Statistik, zu 
deren Verständnis allgemeine Kenntnisse der Teilchenmechanik [T1 bis T4] 
erforderlich sein dürften. Die Darstellung der Wärmeleitung, Kapitel [12], setzt 
darüber hinaus eine gewisse Erfahrung in der Feldbeschreibung voraus, die man 
sich in der Kontinuumsmechanik [T 44, T7 und T 8] oder beim Studium der 
Ausbreitungsvorgänge von Wellen [W] erwirbt. Grundsätzliches zu den Methoden 
der Wissensvermittlung, zum Aufbau und zur Anordnung des Stoffs wurde bereits 
im Vorwort des ersten Bandes [T] besprochen und gilt sinngemäß auch hier. 


Teil [1] enthält die elementaren Voraussetzungen für die anschließende Dar- 
legung strengerer Theorien: präzise Definitionen für Temperatur und Wärme, 
die Wärmeleitung, die Zustandsgleichungen und elementare gaskinetische Grund- 
begriffe, deren Kenntnis zum qualitativ anschaulichen Verständnis thermo- 
dynamischer Vorgänge wichtig ist. Im zweiten Teil wird die Theorie der phäno- 
menologischen Thermodynamik entwickelt. Sie umfaßt als wesentlichsten Inhalt 
die drei Hauptsätze der Thermodynamik. Besonderes Gewicht muß auf das Studium 
der Kapitel [21] und [24] gelegt werden. Das erstere, in dem genaue Definitionen 
aller thermodynamischen Größen gegeben werden, trägt zur größeren begrifflichen 
Klarheit bei. Das letztere behandelt den Entropiesatz, dessen Verständnis der 
Schlüssel zum Verständnis der gesamten Thermodynamik schlechthin ist. 


In Teil [3] werden zusammengesetzte Systeme behandelt, deren thermodyna- 
misches Gleichgewicht im allgemeinen durch Variation der Entropie oder der 
Freien Enthalpie beschrieben wird. Teil [4] umfaßt die statistische Theorie und 
liefert somit die atomare Begründung der phänomenologischen Theorie. Eine solche 
Begründung gelingt beim Energiesatz für alle Systeme der „klassischen“ Physik, 
beim Entropiesatz nur für solche der klassischen Mechanik (Versagen bei elek- 
tromagnetischer Strahlung) und beim Nerxstschen Wärmesatz schließlich für 
überhaupt keine klassischen Systeme. So liefern die Hauptsätze allein bereits 
die wichtigsten Hinweise auf eine Quantenstatistik, der das letzte Kapitel [47] 
über Gasentartung gewidmet ist. 


* 


IV Vorwort 


Zum Gesamtverständnis des Buches ist die Kenntnis derjenigen Abschnitte 
besonders wichtig, deren Abschnittsnummern, wie [111], [113], [121],..., im 
Inhaltsverzeichnis fettgedruckt sind. Soweit wie irgend möglich, wurden kon- 
ventionelle Formelzeichen verwendet. Jeder extensiven Größe A (große Buch- 
staben) läßt sich eine auf die Masse M bezogene Größe, die spezifische Größe, 
a = A/M und eine auf die Menge Z bezogene Größe, die m:lare Größe, a = A/Z 
zuordnen. Partielle molare Größen a werden senkrecht und fett gedruckt. Im 
Sinne dieser Schreibweise wird für die absolute Temperatur als intensive Größe 
zwar das von der Literatur her übliche große r verwendet, aber entsprechend 


klein gedruckt. 


Das fertige Manuskript und auch die Korrekturen wurden von Herrn H. Wonn 
bearbeitet, dem ich an dieser Stelle besonders herzlich danke. Ihm wie auch 
den Herren G. BEssneEr, G. DiENER und G. LEHMANN danke ich für zahlreiche 
interessante Anregungen und Hinweise sowie für die sorgfältige Hilfe beim Lesen 
der Korrekturen, an dem sich freundlicherweise auch die Herren M. BERNDT, 
M. Brusgerg, A. Pritzuer und H.RöLL beteiligt haben. Die meisten Ab- 
bildungen wurden wieder von Herrn B. PEGEL angefertigt. Der Akademischen 
Verlagsgesellschaft und dem Leipziger Druckhaus sei für ihre aufgeschlossene 
Zusammenarbeit gedankt. 


Dresden, den 10. Januar 1962 WILHELM MACKE 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE 


Die überaus freundliche Aufnahme, die die ‚Thermodynamik und Statistik“ 
in weiten Leserkreisen und bei allen Rezensionen gefunden hat, führte dazu, 
daß auch dieser Band innerhalb eines Jahres vergriffen war. Verlag und Autor 
sahen sich vor die Aufgabe gestellt, kurzfristig eine Zweitauflage als Nachdruck 
herauszugeben, in der einige Druckfehler verbessert und sonstige kleine 
Änderungen vorgenommen werden konnten. 


Dresden, den 13. März 1963 WILHELM MACKE 
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1l Temperatur und Wärme 


Zusammenfassung: In der Thermodynamik treten zu den mechanischen Grundgrößen 
Länge, Zeit und Masse zwei neue hinzu, Temperatur und Wärme. Die Temperatur wird 
durch eine geeignete Meßvorschrift eingeführt. Die Temperaturskala des idealen Gasthermo- 
meters besitzt den Vorteil, von physikalischen Eigenschaften spezieller Substanzen un- 
abhängig zu sein. 6Q = Mc ör wird als die bei Temperaturerhöhung ör einer Masse M zu- 
geführte Wärmemenge bezeichnet. Dies pezifische Wärmekapazität c erhält für Wasser den 
willkürlichen Zahlenwert 1 und für andere Substanzen Werte, die experimentell durch Ver- 
gleich bestimmt werden müssen. Beim Temperaturausgleich zweier oder mehrerer Substanzen 
wird die Mischtemperatur 7 durch die Forderung bestimmt, daß die Wärmemenge bei diesem 
Vorgang eine Erhaltungsgröße ist. 


1ll Temperaturskala 


Da die Physik eine Lehre vom Messen und Rechnen mit physikalischen Größen 
ist, hat man sich in jedem ihrer Teilgebiete zunächst Rechenschaft darüber ab- 
zulegen, welches die in diesem Gebiet wichtigsten physikalischen Größen sind, 
wie man sie mißt und mathematisch darstellt. Insbesondere hat man, was nicht 
ganz ohne Willkür möglich ist, Grundgrößen und abgeleitete Größen zu unter- 
scheiden. In der Mechanik werden im allgemeinen Länge, Zeit und Masse als 
Grundgrößen betrachtet. Sie werden in m (Meter), s (Sekunde) und kg (Kilo- 
gramm) gemessen. In der Elektrodynamik tritt zu diesen Grundgrößen noch eine 
vierte hinzu, die elektrische Ladung, gemessen in C (Coulomb). Auch in der 
Thermodynamik treten zu den Grundgrößen der Mechanik weitere hinzu, näm- 
lich Temperatur und Wärme. Zunächst wird der Temperaturbegriff von der An- 
schauung her übernommen, präzisiert und schließlich als meßbare Größe durch 
eine Vorschrift definiert, die uns in prinzipiell jeder Situation ermöglicht, Tem- 
peraturen zu messen. 


Unseren Sinnesempfindungen unmittelbar zugänglich ist ein qualitatives Ge- 
fühl für Wärme und Kälte, das wir beim Anfassen eines Körpers empfinden. 
Es ermöglicht uns, verschieden warme Körper in eine Reihenfolge zu bringen, 
bei der links neben jedem Körper ein kälterer und rechts von ihm ein wärmerer 
steht. Ordnen wir den einzelnen Körpern je eine Zahl # zu und verwenden für 
wärmere Körper größere, für kältere Körper kleinere Zahlen, so erhalten wir mit 


kalt ----9, <d,<d< +.» warm (u) 


eine einparametrige Darstellung unserer Sinnesempfindung für warm und kalt. 
Den Parameter # nennen wir die Temperatur. Wir können ihn Gasen, Flüssig- 
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keiten und Festkörpern zuordnen. Die Temperatur ist eine momentane Substanz- 
eigenschaft, die im übrigen durch äußere Bedingungen bestimmt wird. Der Hin- 
weis auf die Einparametrigkeit des Temperaturbegriffs ist durchaus wichtig: 
Zum Beispiel lassen sich unsere Sinnesempfindungen für die räumliche Vor- 
stellung oder für Farben nicht ohne weiteres einparametrig darstellen. 


Der in (1) eingeführte Temperaturbegriff ist noch insofern willkürlich, als neben 
ö auch jede monoton mit # wachsende Funktion f(d) die gleichen Eigenschaften 
wie (1) besitzt. Hierin liegt eine Möglichkeit zur zweckmäßigen Wahl von Tem- 
peraturskalen. Man wird im allgemeinen nur solche Temperaturskalen verwenden, 
die entweder experimentell leicht zugänglich sind oder aber die Eigenschaft be- 
sitzen, physikalischen Gesetzen, in denen # vorkommt, eine möglichst einfache 
Form zu geben. Unsere Sinnesempfindung für warm und kalt ist nicht die einzige 
Wirkung der Temperatur # einer Substanz. Vielmehr ändern sich die meisten ihrer 
physikalischen Eigenschaften mit der Temperatur 9. Soweit diese Eigenschaften 
einer Messung zugänglich sind, eignen sie sich auch zur indirekten Messung der 
Temperatur und damit gleichzeitig zur Festlegung geeigneter Temperaturskalen. 


Ein in der Praxis viel verwendetes Gerät zur Messung von Temperaturen ist 
das Quecksilberthermometer. Bei ihm wird die Eigenschaft des Quecksilbers 
ausgenutzt, sich mit zunehmender Temperatur auszudehnen. Diese Eigen- 
schaft besitzen auch die meisten Flüssigkeiten (Ausnahme H,O 
unterhalb von 4°C). Entsprechend Abb. 111.1 verwenden wir einen 
Flüssigkeitsbehälter, in dem die Flüssigkeit mit zunehmender Tem- 
peratur aufsteigt. Eispunkt und Siedepunkt des Wassers werden mit 
0 = 0 bzw. 9 = 100 bezeichnet und in Grad Celsius (°C) gemessen. 
(Temperaturdifferenzen werden einfach in Grad (grd) angegeben.) 
Die dazwischen liegenden Temperaturen werden mit einer linearen 
Skala gemessen. Dadurch ist eine spezielle Temperaturskala definiert, 
die Quecksilberskala. Sie ist so eingeführt, daß zwischen dem Queck- 
silbervolumen Y und der Temperatur 9 zwangsläufig der Zu- 
sammenhang 


Abb. 111.1. 
Flüssigkeits- V=V,[1l+%9%] (2) 


thermo- 
meter besteht. V, ist das gewählte Flüssigkeitsvolumen bei 9 = 0 °C. Die 
Konstante & beschreibt eine Materialeigenschaft des Quecksilbers, 
nämlich seine relative Volumenvergrößerung pro grd. Diese Bedeutung ist bei 
Auflösung von (2) nach « = (V — V,)/V,® leicht zu erkennen. Die Quecksilber- 
skala hat den Vorteil leichter Realisierbarkeit, aber den Nachteil, daß bei ihr 
die spezielle Substanzeigenschaft « des Quecksilbers zur Definition von einem 
sehr allgemeingültigen Begriff, nämlich dem der Temperatur ®, herangezogen 
wird. Konstruiert man ein Thermometer mit einer anderen Flüssigkeit als Queck- 
silber, so tritt dort eine andere Größe &’ an die Stelle von «, die im allgemeinen 
bei verschiedenen Temperaturen nicht einmal den gleichen Wert besitzt. Die hier 
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gewählte Temperaturskala ist also nur beim Quecksilber selbst linear (und zwar 
per definitionem!), bei anderen Substanzen hingegen nicht.. 


Auf eine andere Möglichkeit zur Messung von Temperaturen führt uns das 
Gasthermometer von Abb. 111.2. Ein Zylinder ist mit irgendeinem Gas gefüllt. 
Sein oberes Ende wird durch einen beweglichen Kolben abgeschlossen, 
der durch ein Gewicht belastet wird. Mit zunehmender Erwärmung 
des Gases steigt der Kolben an. Auch beim Gas findet also eine 
Volumenvergrößerung mit wachsender Temperatur statt, die zur 
Einführung einer Temperaturskala und damit zur Messung von 
Temperaturen verwendet werden kann. Führen wir auch hier eine 
lineare Skala ein, so besteht zwischen dem Volumen V des Gases 
und seiner Temperatur ® wieder der Zusammenhang (2) mit & als 
einer nun für das Gas charakteristischen Konstanten. Der prin- 
zipielle Vorteil beim Gasthermometer aber besteht darin, daß sich 
die hier auftretende Größe &, wie die Experimente zeigen, bei den 
verschiedensten Gasen nur sehr wenig unterscheidet. Macht man 
den durch das Gewicht in Abb. 111.2 regulierbaren Gasdruck ver- nn 
schwindend klein, so wird x erfahrungsgemäß sogar völlig substanz-  (Gasthermo- 
unabhängig und besitzt bei allen Gasen den gleichen Wert meters 
& = 1/273,2grd. Ein Gas, das sich in einem Zustand mit ver- 
schwindendem Außendruck und damit gleichzeitig in großer Verdünnung befindet, 
wird als ideales Gas bezeichnet. Es besitzt, wie die weitere Theorie zeigen wird, 
besonders einfache und übersichtliche thermodynamische Eigenschaften. 


Die durch Gleichung (2) beim Gasthermometer definierte Temperaturskala ist 
also unabhängig von speziellen Materialeigenschaften einzelner Substanzen und 
daher hinreichend allgemein definiert. Nach leichter Umformung geht Gleichung (2) 


_ V=V,oala!+9]= A[273,2grd + 9]= Ar re) 
über. Hier ist mit 


T=273,2grd+®% TzZ0 (4) 


die absolute Gastemperatur 7 eingeführt. Sie wird zum Unterschied von # in 
Grad Kelvin (°K) gemessen und kann entsprechend (3) nur positiv sein, weil das 
Gas bei r = 0 bereits das Volumen V = 0 erreichen würde. Diese hier als absolute 
Gastemperatur definierte Größe z stimmt, wie sich noch in [254] herausstellen 
wird, mit der Temperatur einer viel allgemeingültigeren Skala überein, die völlig 
unabhängig von der speziellen Art der Temperaturmessung ist. Sie kann erst 
beim weiteren Ausbau der Theorie angegeben werden und wird als thermo- 
dynamische Temperaturskala bezeichnet. Die in (3) noch auftretende Konstante A 
ist mehr zufälliger Art. Sie hängt von der im Zylinder vorhandenen Gasmenge 
und dem druckerzeugenden Kolbengewicht ab. Mißt man die Volumenausdeh- 
nung des Quecksilbers mit einem idealen Gasthermometer, so entsteht die empi- 
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rische Formel 
V=V,[l + 1,820 .10°%(9/°C) +8- 10? (9/°C)?]. (5) 


Sie zeigt, daß die Quecksilberskala eine zwar gute Näherung darstellt, aber doch 
bei Temperaturen um 50 °C eine Abweichung von 0,1 grd nach unten aufweist. 


Nachdem zunächst die zur Messung einer Temperatur prinzipiell geeigneten 
Apparate beschrieben wurden, bleibt noch einiges zur Temperaturmessung selbst 
zu sagen. Erfahrungsgemäß stellt ein Thermometer beim Anlegen an den zu 
messenden Gegenstand seinen endgültigen Skalenwert nicht sofort ein, sondern 
erst nach einiger Zeit, bis nämlich das Thermometer die Temperatur der zu mes- 
senden Substanz angenommen hat. Beide befinden sich in diesem Endzustand 
in einem Gleichgewicht, das als thermodynamisches Gleiehgewicht bezeichnet 
wird. Die Existenz eines solchen thermodynamischen Gleichgewichts ist Voraus- 
setzung dafür, daß der Begriff Temperatur überhaupt einen physikalischen Sinn 
besitzt. Diese Voraussetzung ist z. B. nicht erfüllt, wenn man ein Thermometer 
der direkten Sonnenbestrahlung aussetzt. Das Meßergebnis ‚40 °C in der Sonne“ 
besagt lediglich, daß die mittlere Temperatur der Thermometerflüssigkeit unter 
der Einwirkung der Sonnenstrahlung und mehr oder weniger zufälligen Ein- 
flüssen, die nicht nur von der umgebenden Luft, sondern auch von der Größe 
und Farbe des Thermometers abhängen, zufällig gerade 40 °C betragen hat. 


112 Temperaturausgleich 


Bei der Temperaturbeobachtung von Substanzen aller Art in verschiedenen 
Anordnungen stellt sich heraus, daß die Temperaturen r nicht immer konstant 
bleiben, sondern sich ausgleichen, sobald sich zwei Substanzen im direkten oder 
indirekten Kontakt miteinander befinden. Die den Kontakt vermittelnden Sub- 
stanzen heißen Wärmeleiter oder Wärmeisolatoren, je nachdem, ob sie einen 
solchen Temperaturausgleich sehr rasch oder nur sehr langsam ermöglichen. 
Ohne besondere Maßnahmen nehmen alle Substanzen nach hinreichend langer 
Zeit die Temperatur ihrer Umgebung an. Im weiteren betrachten wir daher 
Substanzen, die gegen ihre Umgebung hinreichend wärmeisoliert sind (Koch- 
kiste!), so daß ein solcher Ausgleich in der Beobachtungszeit praktisch nicht 
stattfinden kann. Dann bringen wir solche wärmeisolierten Substanzen ver- 
schiedener Temperatur in Wärmekontakt miteinander und beobachten die statt- 
findenden Temperaturänderungen im Detail. 


Die Temperaturen von zwei betrachteten Substanzen seien 7, > 7,. Nachdem 
wir sie in Kontakt miteinander gebracht und hinreichend lange gewartet haben, 
bis sich ein neues thermodynamisches Gleichgewicht eingestellt hat, beobachten 
wir die Endtemperatur 7. Dabei stellt sich heraus, daß stets 


In>#>2, (1) 


für die Endtemperatur 7 gilt. 
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Entsprechend Abb. 112a bis c beobachten wir zunächst zwei gleiche Mengen 
der gleichen Substanz. Als Mischtemperatur 7 stellen wir gemäß 


tr 


»-25 (2) 


den arithmetischen Mittelwert fest. Nun bringen wir verschiedene Mengen M, 
und M, der gleichen Substanz zusammen und beobachten als Mischtemperatur 
are 

T= M, ee M, Pi (3) 
einen Ausdruck, der ebenfalls die Bedingung (1) erfüllt und so ähnlich aufgebaut 
ist wie der Schwerpunkt zweier Punktmassen. Sind die Massen M, und M, gleich 


Abb. 112. Temperaturausgleich 
a) gleiche Mengen 
b) verschiedene Mengen 
gleicher Substanzen 
c) verschiedene Substanzen 


N 


L 
c) 


groß, so ergibt sich wieder (7; + 7,)/2. Überwiegt z.B. M,, so liegt die Misch- 
temperatur näher bei 7). In der Grenze M, bzw. M,—0 wird 7=r, bzw. rı. 


Schließlich beobachten wir den Temperaturausgleich zwischen verschiedenen 
Substanzen entsprechend Abb. 112c, indem wir z. B. eine bestimmte Menge M, 
Kupfer der Temperatur 7, in ein Gefäß werfen, in dem sich die Menge M, Wasser 
bei der Temperatur 7, befindet. Die Mischtemperatur stimmt mit Gleichung (3) 
nicht überein. Es stellt sich vielmehr heraus, daß wir, um die Mischtemperatur 7 
von (3) zu erhalten, elfmal so viel Kupfer benötigen, wie diese Gleichung vor- 
schreibt. Eine entsprechende Korrektur von (3) würde darin bestehen, M, in (3) 
durch Mjc, mit c, = 1/11 zu ersetzen, weil dann wegen 11cı = 1 bei der elffachen 
Kupfermenge die beobachtete Mischtemperatur (3) herauskommt. Die in diesem 
Sinne verallgemeinerte Form lautet 


_ Mon, + MG Tr 
M,o+M,co 


7 


(4) 


Sie enthält neben den Mengen der beteiligten Substanzen noch charakteristische 
Zahlen c, und c,, die für jede Substanz experimentell zu ermitteln sind. Für Wasser 
wird willkürlich der Zahlenwert c =1 festgesetzt. 


113 Erhaltung der Wärme 


Um zu einem vertieften Verständnis des Gesetzes (112.4) für den Temperatur- 
ausgleich zu gelangen, führen wir einen weiteren physikalischen Begriff, den der 


wi 
ärmemenge Q=Mer=Cr, (1) 
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ein. Diese Definition hat nur provisorische Bedeutung und wird weiter unten 
in (7) durch eine präzisere ersetzt. Außerdem wird für die Wärmemenge (oder 
kurz: Wärme) die Maßeinheit [9] = kcal (Kilokalorie) eingeführt. Sie ist definiert 
als diejenige Wärmemenge, welche man einem Kilogramm Wasser zuführen muß, 
um seine Temperatur um 1lgrd zu erhöhen. Die Wärmemenge Q ist, wie sich 
sogleich herausstellen wird, eine „Substanz“ in folgendem Sinne: Sie ist räumlich 
verteilt und kann ihre Verteilung (und damit die Temperatur) ändern, bleibt 
dabei aber als Ganzes erhalten. 

C in (1) wird als Wärmekapazität der Substanz bezeichnet, denn diese Größe 
beschreibt nach (1) das Fassungsvermögen der Substanz an Wärme @ bei ge- 
gebener Temperatur r. Die auf die Masseneinheit bezogene Größe ce = C/M heißt 
spezifische Wärmekapazität (vielfach kurz: spezifische Wärme). Die Dimensionen 
von Ö und c sind somit: 


[C] = keal/grd [e] = keal/grd kg. (2) 


Größen wie c = C/M, die auf die Masseneinheit der Substanz bezogen sind, 
werden künftig ganz allgemein ‚spezifisch‘ genannt und durch kleine Buchstaben 
gekennzeichnet. 

Die gesamte Wärmemenge zweier Substanzen mit den Temperaturen 7, und 7, 
setzt sich aus 

Q=Mar und Q,=M,.GT: (3) 

zusammen. Beim Temperaturausgleieh gehen 7, und 7, in die Mischtemperatur 7 
über, so daß die Wärmemenge nach dem Temperaturausgleich aus 


Q,=M,ctT und Q,=M,cT (4) 


besteht. Unsere eingangs erhobene Forderung, daß die Wärmemenge eine Er- 
haltungsgröße beim Temperaturausgleich sein soll, führt hier auf die Gleichung 


|A+I=QA+%- (5) 
Beim Einsetzen von (3) und (4) in (5) entsteht 
(Mc + M,c)r = Mar + My& 7, (6) 


als Bedingungsgleichung für die Mischtemperatur, die beim Auflösen nach 7 
die frühere Formel (112.4) ergibt, also das empirisch bestätigte Gesetz für den 
Temperaturausgleich. 


Damit ist gezeigt, daß die in (1) eingeführte Wärmemenge © tatsächlich eine 
Erhaltungsgröße beim Temperaturausgleich ist. Spätere Überlegungen in [222] 
und [232] werden zeigen, daß sich diese Auffassung von der Wärme als Erhaltungs- 
größe nur sehr bedingt aufrechterhalten läßt. Sie gilt nur unter ganz bestimmten 
Voraussetzungen. Reibungsvorgänge, bei denen Wärme erzeugt wird, wie auch 
bestimmte Änderungen von Volumen und Druck, bei denen Wärme in Arbeit 
überführt wird, müssen einstweilen aus der Betrachtung ausgeschlossen werden. 
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Genauere Messungen zeigen, daß die Wärmekapazität auch von der jeweiligen 
Temperatur abhängt, so daß die ursprüngliche Definition (1) der Wärmemenge 
nur für kleine Temperaturdifferenzen ö7 in der Form 


86Q=C(r)ör = Me(r) ör (7) 


aufrechterhalten werden kann. 6Q wird hier als diejenige Wärmemenge definiert, 
welche erforderlich ist, um eine Substanz der Masse M mit der spezifischen 
Wärme c(r) von der Temperatur 7 auf 7 +ör7 zu bringen. Die Temperatur- 
differenz örT muß dabei jeweils so klein gewählt werden, daß die spezifische 
Wärme c(r) im Intervall ö7 als konstant angesehen werden kann. Die Auflösung 
von (7) nach © bzw. c ergibt 


0-39 1 89 (8) 


= — — 


Br M dr" 


In dieser Gleichung tritt das Verhältnis von 60 zu öT auf, ein Ausdruck, der 
zunächst lediglich das Verhältnis zweier kleiner Größen darstellt und nur dann 
als Differentialquotient angesehen werden kann, wenn sich eine Funktion 


ei 
Am)=M f[ew')dr (9) 
To 
wirklich eindeutig angeben läßt. Unter den im letzten Absatz gemachten Ein- 


schränkungen ist das hier tatsächlich der Fall. Später, bei der Betrachtung all- 
gemeinerer Prozesse, ist es nicht mehr möglich. 


Bei temperaturabhängiger spezifischer Wärme wird die Wärmemenge & durch 
(9) anstatt (1) beschrieben. Für die Mischtemperatur zweier Substanzen tritt 
dann als Bestimmungsgleichung 


7ı Tr rT 7 
M, [a)dr+M,[ctndr=M,[alr)dr+M, fa (r)dr (10) 
T, To To To 


an die Stelle von (6). Diese Gleichung läßt sich auch in der vereinfachten Form 


(dl) 


schreiben. Hier steht links die von M,| abgegebene und rechts die von M, auf- 
genommene Wärme. Diese Darstellung erhält man aus (10) unabhängig von der 
speziellen Wahl der unteren Integrationsgrenze r,. Die (gemeinsame) Anfangs- 
temperatur 7, in (10) und entsprechend auch in (9) kann daher beliebig gewählt 
werden. 
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Übungsaufgaben 


11.1. Quecksilber befolgt zwischen 0 °C und 100 °C die Gleichung (111.5). Wie groß ist der 
maximale Fehler bei Temperaturmessung mit linearer Skala, die bei 0 °C und 100 °C 
geeicht wurde? 


11.2. In ein mit Wasser (M, = 0,8 kg, r, = 15 °C) gefülltes isoliertes Kalorimeter aus 
Silber (M, = 0,25 kg, c, = 0,056 kcal/kg grd) werden 0,2 kg Aluminium (r,; = 100 °C, 
c3 = 0,214 kcal/kg grd) geworfen. Mischtemperatur? 


11.3. Die spezifische Wärme des Eisens ist c, (7)/(kcal/kg grd) = 7,86 - 10-2 + 7,25: 10° (z/°K). 
Ein Eisenstück (r, = 800°K) wird in ein Wasserbad (r, = 283,0°K) geworfen 
(M, = 10? kg, c, = 1,00 kcal/kg grd). Mischtemperatur 7 = 283,5 °K. Masse des Eisens? 


12 Wärmeleitung 


Zusammenfassung: Wärmeleitung führt zum Temperaturausgleich. Im Temperatur- 
feld ?(t) entsteht die Wärmestromdichte j = —Ad r/dr. Für die in irgendeinem Volumen vor- 
handene Wärme Q gilt © +J=N als Bilanzgleichung. J = /dfj ist der durch den Rand 
fließende Wärmestrom und N = /drv die im Innern pro Sekunde erzeugte Wärme. Mit 
N = 0 entsteht der Erhaltungssatz der Wärme. Bei Anwendung der Bilanzgleichung auf ein 
infinitesimales Volumen dr gilt 9(ug)/dt + divj = » für die Wärmedichte ug. Mit öq = cröt 
folgt die Wärmediffusionsgleichung als lineare Differentialgleichung. Die superponierbaren 
homogenen Lösungen der Differentialgleichung sind Exponentialfunktionen. Sie entsprechen 
Anfachungs- und Abklingvorgängen sowie Temperaturwelen. Eine spezielle Ausbreitungs- 
funktion @(t, t) vermittelt die allgemeine Lösung ?(t, t) für gegebene Anfangsverteilung. 
Dieselbe Funktion @ liefert auch die allgemeinste Lösung der inhomogenen Gleichung mit 
willkürlich vorgegebenen Wärmequellen v(r, £). 


121 Temperaturausgleich durch Wärmeleitung 


In diesem Kapitel soll der räumliche und zeitliche Ablauf des Temperaturaus- 
gleichs genauer analysiert werden. Er wird durch Wärmeleitung bewirkt. Diese 
Erscheinung soll zunächst an dem besonders einfachen Fall von Abb. 121 be- 
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sprochen werden. Wir betrachten dort zwei gegen ihre Umgebung wärmeisolierte 
Substanzen mit den Temperaturen 7,>7,. Sie sind durch eine schmale Ver- 
bindung guter Wärmeleitfähigkeit (Metalldraht) vom Querschnitt F miteinander 
verbunden. Aus diesem Grunde fließt ein Wärmestrom von links nach rechts. 
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Wir denken uns die beiden Substanzmengen so groß, daß ihre Wärmemengen Qı 
und Q, sich trotz der Wärmeströmung über lange Zeiten hinweg nur unmerklich 
ändern. Längs der Wärmeverbindung fließt dann ein homogener, stationärer 
Wärmestrom. 


Genauer definieren wir als Wärmestrom J von l nach r die Wärmemenge, 
welche pro Zeiteinheit durch einen Querschnitt F des Drahtes fließt. Sie besitzt 
im vorliegenden Fall an jeder Stelle des Drahtes den gleichen Wert. Verdoppeln 
wir den Querschnitt des Drahtes, so fließt erfahrungsgemäß der doppelte Strom, 
daher J— F. Eine weitere leicht zu gewinnende Erfahrungstatsache besteht 
darin, daß J auf die Hälfte sinkt, wenn wir die Drahtlänge verdoppeln. .J ist also 
umgekehrt proportional zur Länge L. Weiter wird beobachtet, daß der Ausgleich- 
strom J mit der Temperaturdifferenz 7, — 7, wächst. Für den im stationären 
Fall von Abb. 121 stattfindenden Wärmestrom kann daher der Ansatz 


JA (mn) 0) 


gemacht werden. (Es ist J>0 für 7,>,.) Die hier auftretende Material- 
konstante A wird als Wärmeleitfähigkeit bezeichnet. Ihr Zahlenwert ist für einige 
Substanzen in Tabelle 121 wiedergegeben und schwankt zwischen Wärmeleitern 
und Isolatoren um viele Größenordnungen. 


Tabelle 121. Wärmeleitfähigkeit einiger Substanzen 


A/(kcal/ms grd) | Wärmeleitung 


Silber 
Eisen gut 
Blei 


H,0 
Kautschuk . mittelmäßig 
Kork 

schlecht 


Natürlich können wir J auch für ein kurzes Leiterstück L = dx definieren, 
an dessen Enden die Temperaturen 7, = 7(x) und 7, = T(x + dx) herrschen. 
Dann wird J durch 


En 


x) er re (2) 
dargestellt und liefert wegen der Homogenität des leitenden Drahtes überall den 
gleichen, mit (1) übereinstimmenden Wert. Durch das Identitätszeichen in (2) 
wird die Wärmestromdichte j = J/F eingeführt. Sie stellt die pro Querschnitts- 
einheit und Zeiteinheit durch F transportierte Wärmemenge dar, wird in kcal/sm2 
gemessen und ist im allgemeinen eine gerichtete Größe. Der Vektor j weist im 
vorliegenden Fall in Richtung des Drahtes von Abb. 121 (x-Achse). 
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Betrachten wir den durch einen schrägen Schnitt in Abb. 121 fließenden Wärme- 
strom, so muß der gleiche Wert J wie vorher entstehen. Bedeutet F auch hier die 
Querschnittsfläche, so muß in (2) F> F cos(F, j) ersetzt werden. Das Ergebnis 


J=Fjcos(P,j)=$j (3) 


läßt sich bequem als skalares Produkt zwischen j und dem Flächenvektor % dar- 
stellen, dessen Richtung in die Normale der Querschnittsfläche weist. Den @e- 
samtstrom durch eine beliebig gekrümmte Fläche erhalten wir in der Form 


17-fari.| | ( 


Er setzt sich additiv aus den wie in (3) gebildeten Beiträgen der einzelnen Flächen- 
stücke df zusammen. (Das Rechnen mit Vektoren r= e,r + e,y + e,2 wird 
hier im Sinne von [T 21] als bekannt vorausgesetzt.) 


In dicken, unsymmetrischen Wärmeleitern wird j im allgemeinen ortsabhängig. 
Dann läßt sich (1) nur noch für infinitesimale Gebiete aufrechterhalten, also im 
Sinne der Gleichungen (2) und (4). Hängt 7 nicht nur von x, sondern ganz all- 
gemein von &, y, 2 bzw. r ab, so entstehen gemäß (2) die Beiträge 


. 6) R 5 or 
ja= ho jy= Ar .=-1z, (5) 


zum Wärmestrom in den verschiedenen Richtungen. Sie überlagern sich in der 
Form 


j 8° _..09 h) d 
mit Yet 57 He, (6) 


zum Gesamtvektor der Wärmestromdichte j. Die Gleichungen (4) und (6) bestim- 
men den Wärmestrom beliebiger Anordnungen in allgemeinster Weise. Für die 
Anordnung der Abb. 121 entsteht aus ihnen natürlich wieder (1). 


122 Wärmebilanz im Raum 


Nun betrachten wir die Änderungen der Wärmeverteilung einer Anordnung 
(wie z.B. der von Abb. 121), die durch den in [121] beschriebenen Wärmestrom J 
hervorgerufen werden. V sei ein beliebiges Teilvolumen irgendeiner ruhenden 
Substanzverteilung und Q(f) die zur Zeit t in V gerade befindliche Wärme- 
menge. Gilt der in [113] diskutierte Erhaltungssatz der Wärmemenge, so kann 
sich Q im Zeitraum £— i ++ öt nur ändern, wenn ein Strom durch den Rand fließt. 
Wegen der Definition von J als Wärme pro Zeit und wegen (121.4) muß dann 


-60Q=Jt J=ddfj (1) 
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gelten. J bedeutet hier den durch den Rand des Volumens V fließenden Gesamt- 
strom. Ist J > 0, so nimmt Q entsprechend (1) ab. Die Abnahme —$Q ist gleich J, 
der heraustransportierten Wärme pro Zeit, multipliziert mit dem betrachteten 
Zeitintervall Ööf. 


Wenn sich im Innern des betrachteten Volumens V dagegen Wärmequellen 
befinden, wenn etwa durch Reibung oder elektrischen Strom dort Wärme erzeugt 
wird, tritt in (1) noch ein Zusatzglied auf: 


-50= (I - Nät, (2) 


Um die Bedeutung von N zu erkennen, betrachten wir diese Gleichung für den 
Fall, daß in V nur Wärme erzeugt, nicht aber durch den Rand herausgeleitet 
wird. In diesem Fall verschwindet J, und Gleichung (2) läßt ersehen, daß die 
hier eingeführte Größe N die pro Zeiteinheit erzeugte Wärmemenge bedeutet, 
also eine Wärmeleistung ist. Wegen ö8Q = Qöt (Zeitableitungen werden durch 
einen Punkt gekennzeichnet) läßt sich (2) als Differentialgleichung schreiben 


|O+J=3. | (3) 


Dies ist die Bilanzgleichung der Wärme. Sie sagt aus, daß sich die Wärmemenge & 
irgendeines betrachteten Volumens nur ändert, wenn durch den Rand des Volu- 
mens ein Wärmestrom fließt oder wenn im Innern von V Wärme erzeugt oder 
vernichtet wird (N =0). 


Die Wärmemenge Q denken wir uns räumlich so verteilt, daß sich in jedem 
Volumenelement dr= dx dydz eine Wärmemenge dQ = dMgtt, t) = drug(t, i) 
befindet. dM = dry ist die in dr vorhandene Masse und u die (zeitlich konstante) 
Massendichte. ug bedeutet die Wärmedichte, also die pro Volumeneinheit vor- 
handene Wärme in der Umgebung des Orts r zur Zeit {. Die in (1) und (3) auf- 
tretende Größe Q kann dann durch 


| a = fAr watt, ı) | (4) 


beschrieben werden. Ganz entsprechend denken wir uns die durch N beschriebenen 
Wärmequellen (und -senken) räumlich verteilt und durch ein Integral 


| Nt) - (dr v(t,t) (5) 


dargestellt. Hier bedeutet v(t, ft) die Leistungsdichte der bei tr und i erzeugten 
Wärme. 


Die Wärmebilanzgleichung (3) gilt für jedes beliebige Volumen. Sie muß daher 
auch für ein infinitesimales Volumen V = drin der Umgebung irgendeines Orts r 
gelten. Q und N können dann in (3) entsprechend (4) und (5) durch die kleinen 


een Q=drug N=dr» (6) 
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ersetzt werden, und für den aus dr austretenden Strom J gilt 


70 Sarie) = art ii. @) 
dr 

Die Flächenintegration hat über die Oberfläche des infinitesimalen Volumens zu 
erfolgen. Es treten nur Integrationspunkte r’ in infinitesimaler Umgebung von r 
auf, so daß j nach r’ — r entwickelt werden kann. Das in (7) angegebene Ergebnis 
ist als Gaussscher Satz (siehe [T 453]) bekannt und liefert die skalare Verknüpfung 
zwischen dem in (121.6) definierten Vektoroperator und j, also divj, die so- 
genannte Divergenz. Mit den Größen (6) und (7) erhält die Wärmebilanzgleichung 

(3) für das betrachtete Volumen dr die Form einer Kontinuitätsgleichung 
ug , Si (8) 


Er 


Ein gemeinsamer Faktor dr ist fortgelassen. 

Auf eine noch ausführlichere Herleitung und Begründung der Gleichungen (3) 
und (8) und insbesondere der Umformung (7) soll an dieser Stelle verzichtet 
werden, da die Wärmebilanzgleichung mit anderen bekannten Erhaltungssätzen 
der Mechanik und Elektrizität formal völlig übereinstimmt. Es sei an dieser 
Stelle auf die allgemeine Formulierung derartiger Erhaltungssätze in [T'458] 
und [T 85] hingewiesen. 


123 Wärmediffusionsgleichung 
Von [11] her und den Abschnitten [121] sowie [122] sind die Beziehungen 
5Q= Cör J=AF-4r OFEN N) 


zwischen Wärmemenge Q, Wärmestrom J und Temperatur r bekannt. Sie führen 
nach Elimination von Q und J aufeine Bestimmungsgleichung, die die Temperatur- 
verteilung im Zeitablauf beschreibt, die Diffusionsgleichung der Wärme. 


Wir betrachten zunächst die erste der Gleichungen (1) für ein kleines Volumen- 
element dt = dedydz. Dort gilt 

dQ=dMg=drugq öq=c(r)ör [g zer]. (2) 

Die letzte Gleichung gilt nur bei temperaturunabhängiger spezifischer Wärme c. 

Sie gilt natürlich auch näherungsweise in Temperaturbereichen, in denen sich c 


wenig ändert. c(r) wird dann durch einen geeigneten Mittelwert über einen 
solchen Bereich ersetzt. 


Die beiden übrigen Gleichungen von (1) schreiben wir in der von (121.6) und 
(122.8) her bekannten Form 


dr ß) %j 
nr. (3) 
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Nach (2) kann d= cr gesetzt werden, so daß bei zeitunabhängigem u die 
Wärmediffusionsgleichung 


ar ° or 
Kuyuint? “ 


entsteht. Diese Gleichung ist, wenn c als konstant angesehen werden kann, linear 
in T (allerdings nur dann). Sie beschreibt die Temperaturverteilung 7(r, £) bei 
gegebener Verteilung der Wärmequellen »(t, £). Die Differentialgleichung ist 
partiell, linear in r, aber inhomogen, da sie die Wärmequellen » als 7-unab- 
hängigen Term enthält. Sie ist hinsichtlich i von erster, hinsichtlich r aber von 
zweiter Ordnung. 


In homogenen Substanzen sind u, c und A konstant. Die Wärmediffusions- 
gleichung erhält dann die vereinfachte Form 


9 _ 
% 


0% 020, 08 9? BER | 
rs 73 +72 we" 


ur A= 
uc 


a wird als Wärmediffusionskonstante bezeichnet. A bedeutet den von [T 743] oder 
[F 115] her bekannten LArLAczschen Differentialoperator. 


124 Eigenschaften der homogenen Diffusionsgleichung 


Nunmehr soll die homogene Diffusionsgleichung der Temperaturverteilung 


or um 
FYZ =aArT a= m; (1) 
mit konstantem Diffusionskoeffizienten a genauer studiert werden. Zunächst be- 
trachten wir ihre Symmetrieeigenschaften. Bei jeder der Koordinatentransfor- 
mationen 
soX=—x yay=-y zoY'=—2 (2) 


bleibt der in (1) hiervon allein betroffene Operator A’ = A unverändert und 
damit die Differentialgleichung selbst. Wir bezeichnen die Diffusionsgleichung 
daher als invariant gegenüber Spiegelungen am Koordinatenursprung. Für die 
Lösungen hat dies unter anderem zur Folge, daß neben jeder Lösung 7 (t, t) auch 
t(v,t) =T(-t,t) eine Lösung ist. 
Bei Spiegelungen der Zeitachse 

i>t=-1t (3) 
dagegen wechselt die linke Seite von (1) ihr Vorzeichen. Gegenüber dieser Trans- 
formation ist also die Differentialgleichung nicht invariant. Sie beschreibt dem- 


nach Vorgänge, die zeitlich nicht umkehrbar (irreversibel) sind. Die Transformation 
(3) ändert die Diffusionsgleichung (1) genauso, als ob die Wärmeleitungskonstante A 
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durch A’ = —? <0 ersetzt worden wäre. Dies würde entsprechend (121.1) einen 
gegen das Temperaturgefälle gerichteten Wärmestrom bedeuten, der die Tem- 
peratur also entgegen aller Erfahrung nicht ausgleichen, sondern stärker diffe- 
renzieren würde. 


Eine Verschiebung der Ortskoordinaten 
tor=tı-ny (4) 


läßt die Diffusionsgleichung (1) in gleicher Weise invariant wie eine Verschiebung 


der Zeitkoordinaten 
t>t=t-b, (5) 


denn r und £ treten in (1) nur den gegenüber (4) und (5) invarianten Differen- 
tialoperatoren 9/9 und O/dr auf. Aus diesem Grunde ist neben irgendeiner 
Lösung 7 (rt, £) auch z(r — r,, £— t,) mit beliebigen Werten für x, und £, wieder 
eine Lösung von (1). 


Die Diffusionsgleichung (1) läßt sich in der Form 


ar -eAlre,n=£r=0 (6) 


durch einen Operator L beschreiben, der die Eigenschaft 
L(a7, + 875) = Lt, + br, (N 


mit beliebigen Konstanten x, ‚a, besitzt. Er wird als linearer Operator bezeichnet. 
Für die Diffusionsgleichung (6) hat die Eigenschaft (7) zur Folge, daß neben zwei 
Lösungen 7, und r, der Gleichung (6) auch &,7, + &,7, wieder eine Lösung ist. 
Auch bei partiellen linearen Differentialgleichungen erhält man also durch Bildung 
von Linearkombinationen weitere Lösungen. Diese Feststellung ist von großer 
Bedeutung, da sie das Auffinden von Lösungen der Diffusionsgleichung ent- 
scheidend erleichtert. 


Führen wir in (1) ; 
T>r=1,4T (8) 


ein, so entsteht mit 7, als willkürlicher Konstanten wieder die ursprüngliche 
Differentialgleichung (1). Dies hat zur Folge, daß nicht nur die absolute Tem- 
peratur 7, sondern auch Temperaturdifferenzen der gleichen Diffusionsgleichung 
genügen. Im Falle des negativen Zeichens in (8) ist 7’ ein Maß für die „Kälte“. 
Die Invarianz der Diffusionsgleichung (1) gegenüber (8) zeigt, daß sich Kälte 
im Rahmen dieser Theorie genauso wie Wärme „ausbreitet‘“. 


Schließlich ist es wegen der Linearität (7) der Diffusionsgleichung (1) sinnvoll, 
komplexe Lösungen 7 zu verwenden. Neben 7 muß auch 7* eine Lösung von (6) 
sein, da die imaginäre Einheit i nicht explizit in der Gleichung vorkommt. Wegen 
(7) sind auch r + r* Lösungen von (6) und daher Re r und Im r. Realteil und 
Imaginärteil einer komplexen Lösung sind also einzeln reelle Lösungen. 
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Als Differentialgleichung betrachtet, ist die Diffusionsgleichung {1) partiell und 
von zweiter Ordnung hinsichtlich r, dagegen von erster Ordnung hinsichtlich t. 
Die letztere Eigenschaft hat zur Folge, daß bei gegebener Anfangsverteilung 7 (tr, 0) 
der Zeitablauf 7 (t, t) durch die Differentialgleichung (1) vollständig und eindeutig 
gegeben wird. Betrachten wir zum Beweis dieser Aussage die Temperaturänderung 
ör(r) im ersten infinitesimalen Zeitabschnitt ö1. Sie kann wegen (1) durch 


ör=Töt=aAT(t,0)dt (9) 


dargestellt und somit vollständig berechnet werden, wenn T(r, 0) bekannt ist. 
Da dieses Verfahren sukzessiv wiederholt werden kann, ist die gleiche Aussage 
über endliche Zeitabschnitte i möglich. Läßt sich 7 (rt, t) zum Beispiel durch eine 
unendliche Reihe 


1 ar | 
T(t,t) -2a Nele, Kin (10) 
darstellen, so folgt bei Berücksichtigung von (1) 
760) = 2 Mar Arr(t,0). 1) 


Wie vorher in (9) läßt sich die rechte Seite dieser Gleichung — im Gegensatz 
zu der von (10) — bei bekanntem 7(r, 0) ausrechnen. Die Gleichungen (10) und (11) 
lassen sich in der einprägsamen Form 


& | 


7(1,1) = e drr(t, 1) ..o=e@tAr(t,0) (12) 


darstellen, wobei die e-Funktion zur Abkürzung für die bekannte Exponential- 
reihe geschrieben wird, siehe auch [T 124]. Durch (12) ist die Diffusionsglei- 
chung (1) formal gelöst. Allerdings müssen in dieser Darstellung zum Ausrechnen 
der Lösung unendlich viele Differentiationsprozesse durchgeführt werden. In 
(127.17) wird gezeigt, daß sie sich durch nur vier Integrationen ersetzen lassen. 


Nach dieser Untersuchung der allgemeinen mathematischen Eigenschaften der 
Diffusionsgleichung (1) sollen jetzt die anschaulichen differentiellen Aussagen 
dieser Gleichung über Temperaturänderungen untersucht werden. Wir be- 
trachten irgendeine Temperaturverteilung (z. B. längs eines Stabes), bei der die 
Flächen konstanter Temperatur Ebenen x = konst. sind und nicht von y oder z ab- 
hängen. Die Temperaturverteilung genügt dann der einfacheren Gleichung 

or 9°r 
FYmlrr: T=r(a,t): (13) 
Der mit ihr zusammenhängende Wärmestrom ist 


5 dr 
j= Ay: (14) 
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Die Aussagen der Gleichungen (13) und (14) sind in Abb. 124.1 wiedergegeben. 
or/dx bestimmt die Steigung der Temperaturkurve, 9?r7/dx? ihre Krümmung. 
Betrachten wir der Abbildung a) entsprechend ein schmales Intervall dx, so muß 
im Falle 027/92? = 0 die Steigung an beiden Enden des Intervalls gleichgroß sein. 
Nach (14) bedeutet dies einen gleichgroßen Wärmestrom an beiden Stellen. Es 
wird also genausoviel Wärme zu- wie abgeführt. Die Temperaturverteilung in dx 
muß daher stationär sein. Genau das sagt Gleichung (13) aus, da in diesem Falle 
7 = 0 wird. Ist dagegen 9?r/dx2? > 0, so nimmt die Steigung 9 7/dx im Intervall 


Abb. 124.1. Zur anschaulichen Deutung der Wärmediffusionsgleichung: 
a) Stationärer Zustand, b) Anheizung, c) Abkühlung. Waagerechte Pfeile charakterisieren die 
zur Kurve 7(x, 0) gehörige Stromdichte, senkrechte Pfeile die zeitliche Veränderung der 
Kurve. Die Diffusionsgleichung ‚zieht die Kurven glatt‘! 


zu. Es fließt mehr Wärme in das Intervall hinein als heraus, die Temperatur muß 
zunehmen. Dementsprechend liefert (13) 7 > 0. Ist schließlich 9?7/9x? <0, so 
sinkt die Steigung im Intervall, und es fließt nach rechts mehr Wärme heraus, als 
von links eintritt. Die Temperatur nimmt in Übereinstimmung mit (13) ab; es 
gilt 7 <0. Damit ist die unmittelbar anschauliche Bedeutung der Diffusions- 
gleichung (1) geklärt. Die drei Fälle 7 = 0 und 7 Z 0 entsprechen der stationären 
Verteilung sowie einem Anheiz- bzw. Abkühlungsvorgang. In allen drei Fällen 
findet eine „Glättung‘“ der Kurve statt. Jede Anfangskurve wird durch die 
Differentialgleichung also im Zeitablauf geglättet. Diese Betrachtungen ermög- 
lichen es, jeder vorgegebenen Anfangsverteilung 7(x, 0) sofort anzusehen, an 
welchen Orten x im nächsten Augenblick Temperaturerhöhungen bzw. -ernied- 
rigungen stattfinden werden. 


Schließlich sind noch die einfachsten Lösungen der Diffusionsgleichung (13) 
aufzusuchen. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten lassen 
sich immer durch einen Exponentialansatz lösen. Dementsprechend wird hier für 
eine nur von x abhängige Lösung der Ansatz 


T(x,1) = Aert+Pr (15) 
gemacht. Beim Einsetzen von (15) in (13) oder (6) entsteht 


ß) 9% 
3-55] 4er = 17 - aßldet 720. (16) 
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Diese Gleichung zeigt, daß die Konstante A beliebig wählbar ist, was auch schon 
aus der Linearität (7) ganz allgemein folgt. Zwischen y und ß dagegen muß die 
Beziehung 


y=aß (17) 


erfüllt werden, wenn (15) eine Lösung der Diffusionsgleichung (1) sein soll. Wir 
unterscheiden unter den verschiedenen Lösungen (15), die der Bedingung (17) 
genügen, die drei Fälle 


y=0 undreell, y imaginär. (18) 
Die zugehörigen Lösungen sind in Abb. 124.2 dargestellt. 


Der erste Fall beschreibt wegen 7 > 0 (für 7 > 0) einen Anheizvorgang. Entspre- 
chend (17) ist  reell. Die Ortsverteilung von 7 ist also eine Exponentialfunktion, 


Abb. 124.2. Lösungstypen der Wärmediffusionsgleichung: 
a) Anheizung, b) Ausgleichvorgang, c) örtlich abklingende Temperaturwellen. Die Amplituden 
nehmen in Wirklichkeit viel rascher ab (Verhältnis 1: e?” x 1: 500) 


die am rechten oder linken Ende divergiert. Für # > 0 z. B. entspricht sie einer 
Temperaturverteilung, bei der von rechts aus dem Unendlichen ständig Wärme 
nach links einströmt, wodurch ein ständiges Wachsen der Temperatur bewirkt 
wird. Im zweiten Falle von (18) — also bei y<0 — wird ein Ausgleichvorgang 
beschrieben. Wegen (17) muß f rein imaginär sein; dadurch wird (15) komplex. 
Der Realteil dieser Lösung beschreibt die räumlich periodische Funktion von 
Abb. 124.2b, hervorgerufen durch irgendeine Anfangsverteilung dieser Art. Der 
durch die Diffusionsgleichung (13) bedingte weitere Zeitablauf besteht wegen 
y<0 im exponentiellen Abklingen dieser Verteilung. 1/y ist ein Maß für die 
Abklingzeit der Temperatur. 


Schließlich bleibt der dritte Fall (18) mit imaginärem Y zu betrachten. Er be- 
schreibt periodische Erwärmung und Abkühlung von links (oder rechts) her. 
Nach (17) muß $ komplex werden. Das entspricht einer sowohl periodischen als 
auch exponentiell abklingenden Raumverteilung. In diesem Falle entstehen ge- 
dämpfte Temperaturwellen, sie werden im folgenden Abschnitt an einem Bei- 
spiel untersucht. 


2 Macke, Thermodynamik und Statistik, 2. Aufl. 
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125 Temperaturwellen 


Als einfache Anwendung der Diffusionsgleichung wird die Temperaturver- 
teilung unterhalb der Erdoberfläche untersucht. Wir setzen dabei voraus, daß die 
Erdoberfläche periodisch erwärmt wird, daß also auf der Oberfläche x = 0 die 
Temperatur (0, t) = 7,coswt herrscht. Eine Lösung der Diffusionsgleichung 
(124:1) unterhalb der Erdoberfläche, also für x < 0, wird zunächst über den 


komplexen Ansatz 
T=T(z,t) = ryel®i+dz (1) 


aufgesucht. Er entspricht dem dritten Fallvon (124.18) mit y = iw und reellem w. 
Damit bei diesem Ansatz zwischen den Differentialoperatoren von (124.1) die 
geforderte Beziehung 


2 (2) 


erfüllt wird, muß 
iv=aß* (3) 


gelten. (Man beachte, daß bei Anwendung des Operators 0/9? auf die Exponential- 
funktion (1) die gleiche Funktion. mit einem Faktor iw entsteht! Entsprechendes 
gilt bei Anwendung des Operators 9/dx.) Hieraus berechnet sich 


p=2)2Vi-2/Za+n. (4) 
Wir erhalten Yi= +(1 + i)/Y2 aus der Bedingung (fi)? = i. 


Der Realteil von (1) beschreibt mit (4) eine Temperaturverteilung 


int + urn +2) 2 (or 2) 
ine Be ee ”@ Ree Di 


[7 PRREE 
N 28 un ot-+ u 
0 2a ’ 


die für = 0 die geforderte Randbedingung erfüllt. Von den beiden mög- 
lichen Lösungen (5) kommt nur die mit positivem Vorzeichen in Betracht, 
da sie nach unten (e > — oo), von wo keine Wärme zugeführt wird, exponentiell 
abklingt. Sie läßt sich auch als 


(8) 


7(z,) = nye ®lllcos2r B _ eh (6) 
darstellen. 7, bedeutet die an sich willkürlich vorgebbare und hier durch die 
Sonneneinstrahlung bei x = 0 bedingte Maximaltemperatur. 7 = 2r/® bedeutet 
die Zeitdauer einer Periode der Temperatureinstrahlung und ist hier als gegeben 
zu betrachten. A ist die Wellenlänge der in Abb. 125 dargestellten Temperatur- 
verteilung (6). 
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Aus dem Vergleich von (5) und (6) folgt 
T=2r/w = 2rY2alw (7) 


und somit 


| A=YA4rar. (8) 


! bedeutet diejenige Strecke, auf der 
die Maximalamplitude der Temperatur 
um einen Faktor e abklingt. Für diese 
Abklinglänge ! folgt aus (5) und (6) 
l= V2a/o und daher 


1=A/2r = Jar/n. (9) 


Abb. 125. Eindringen der Temperaturwellen Die Lösung (6) für die Temperatur- 
in den Erdboden verteilung unterhalb der Erdoberfläche 


gilt sowohl für die täglichen als auch 
für die jährlichen Temperaturschwankungen, wenn man die entsprechenden 
Werte für r einsetzt. Die mittleren Eindringtiefen sind allerdings sehr verschie- 
den; denn wegen 


Izanr/ Tag _ Venen . V365 19 (10) 


ist die jährliche Eindringtiefe etwa 19mal so groß wie die tägliche. Diese Aussage 
ist unabhängig von den in a zusammengefaßten spezifischen Substanzeigen- 
schaften der Erde. 


126 Wärmeausbreitung im Stab 


Zunächst wird die Wärmeausbreitung in einem wärmeleitenden, unendlich 
langen, dünnen Stab untersucht, der nach außen wärmeisoliert ist. Wir nehmen 
an, daß zu allen Zeiten t< 0 die Temperatur 7 = konst. bzw. bei geeigneter 
Normierung 7 = 0 sei. Am Koordinatenursprung bei x = 0 wird zur Zeit t= 0 
plötzlich die „Punktwärme‘“ Q, (gleichmäßig verteilt über den Querschnitt F 
des Stabes) angebracht. Zunächst soll die in (122.5) auftretende Wärmeleistungs- 
dichte »(x, t) für diesen Fall angegeben werden. Wir führen zu diesem Zweck 
die von [T 126] und [T 447] her bekannte d-Funktion 


für |x|se Jazs(@) = 1 (1) 


ein, die überall verschwindet außer in einer kleinen e-Umgebung von x = 0, wo 
sie Werte von der Größenordnung l/e annimmt. Sie ist so normiert, daß jedes 
Integral über ö(x), das diese --Umgebung enthält, genau 1 ergibt. Im übrigen wird 
sie als glatt vorausgesetzt. Ihr genauer analytischer Verlauf ist ohne Belang. 


2* 


20 1 Vorbetrachtungen [126] 


Eine mögliche Integraldarstellung der ö-Funktion ist durch 


ö(a) = = eikzg-eikl (2) 


-o 


gegeben. Beim Integrieren entsteht zunächst 


© 0 
2rölx) = [db 4 [Areitz-“m 
0 - © 


> 06 (3) 
= [area fa lFanın, 
: 0 0 
woraus unmittelbar 
a a © 1 __efr 
ac) 2r er + 5) &e+x° (4) 


folgt, also eine glockenförmige Funktion mit den in (1) verlangten Eigenschaften, 
deren Integral auch die in (1) geforderte Normierung besitzt. 


Unter Verwendung der Funktion (1) kann die Wärmeleistungsdichte im oben 
beschriebenen Fall durch 
DE ELTErT) (5) 


dargestellt werden. Dieser Ausdruck ist nur in unmittelbarer Nähe von x = 0 
und {= 0 von Null verschieden und dort so groß, daß das die Gesamtwärme 
darstellende Volumen- und Zeitintegral entsprechend 


[SSarazatv(&,y -Qfdz d) [arö) = (6) 


gerade gleich Q, wird. Zur Bereshnung der von (5) erzeugten Temperaturver- 
teilung muß die Wärmediffusionsgleichung (123.5) eindimensional, also in der 
Form 


(7) 


gelöst werden. 


Zunächst wird für die Temperatur 7 (x, t) der Ansatz 
rs, = - Ga, t) (x, = Gula, 0) (8) 


gemacht. Dann genügt die Funktion G(x, t) der Gleichung 


36 _ 26 
ge 


+ öl) ö(t) (9) 
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und hängt nın noch von der Wärmeleitungskonstanten a allein ab. Die weiter zur 
Darstellung von @ eingeführte #-Funktion, auch Einschaltfunktion genannt, wird 
durch die Eigenschaften 
1 >+E 
ot) = für x (10) 
0 <-E& 


definiert. Sie soll im übrigen so beschaffen sein, daß sie in der e-Umgebung von 
x = 0 die Funktionswerte 0 und 1 glatt verbindet. Dieser Ansatz sorgt also für 
eine Lösung mit der gerade hier gewünschten Anfangsbedinzung 7 (x, t) = 0 für 
alle £< 0, die erst beim Anbringen der Punktwärme Q, von Null verschieden 
wird. Man überzeugt sich leicht, daß die durch (1) und (10) definierten Funktionen 6 
und 6 über die Gleichungen 


t 
Alt) = fars«) (1) 


miteinander zusammenhängen. 


Beim Einsetzen von @ aus (8) in (9) entsteht mit (11) die Gleichung 


%2G, 
9x? 


ON) + Gl, ö) = ae 9) + 612) 60). 12) 
Wir lösen diese Gleichung durch die Forderung, daß @, der homogenen Wärme- 
leitungsgleichung genügen soll. Das erlaubt für @, den Ansatz 


Ga,t) -[ARA(k)e't? rt mit y=akt, (13) 


der im Grunde nichts anderes als eine additive Überlagerung von Lösungen des 
Typs (124.15) darstellt. Mit diesem Ansatz verschwinden die linken Glieder auf 
beiden Seiten von (12). Die rechten Glieder führen nach Integration über ein 
kurzes Zeitintervall, das gerade die e- Umgebung von t = 0 enthält, auf die Forde- 
rung 
G,(2,0) = Öö(&). (14) 
Die an sich willkürliche Funktion A(k) in (13) muß hier also so gewählt werden, 
daß (13) für t = 0 gerade die in (1) bzw. (2) definierte ö-Funktion darstellt. Der 
Vergleich von (2) und (13) zeigt, daß die Forderung (14) mit A(k) = (2r)le-elkl 
erfüllt wird. Die in (8) gesuchte Funktion ist somit 


Gola, t) -[ SE eik-akt-eii— f erw. (15) 


Vor Durchführung dieser Integration wird der Exponent des Integranden ent- 
sprechend 


" i N ix \2 22 
Tk)=-akt-+ikx—ejk| = -at [k 3) Fr] (16) 
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umgeformt. Das Glied —e|k]| spielt für > 0 keine wesentliche Rolle neben 
—ak?t und wird daher vernachlässigt. Durch Übergang zur Variablen 
& = Yat(k — ix/2at) entsteht hieraus 


ar 


Ie 4al 


Aryat 


G(z,t) = mit I/= f de, (17) 


Das hier mit / bezeichnete und nicht mehr von x abhängige Integral hat den 
Zahlenwert 


B=| [ar] ke [ anaper-r 
a ee (18) 
= ( Iinrdret = [de =r. 
ö ö 


Zunächst ist hier / zweimal mit verschiedenen Variabeln x und £ niedergeschrie- 
ben. Die Integration hat über die gesamte « ß-Fläche zu erfolgen und wird vorteil- 
haft in Polarkoordinaten durchgeführt, da der Integrand nur von a? +? =r? 
abhängt. Die Integration über einzelne Kreisringe der Fläche 2xr dr liefert 
schließlich das Ergebnis I = Yr. 


Die gesuchte Ausbreitungsfunktion G (x, f) ist durch (8), (17) und (18) zu 


STE RL. U (Ham) (19) 


 Varat 


bestimmt. Wir erhalten somit aus (8) und (19) die gesuchte Temperaturverteilung, 
die zur Anfangszeit t= 0 in der Umgebung von x =0 allein konzentriert ist. 
V4at ist ein Maß für die Breite der Glockenkurve in Abb. 126 zur Zeit t. 


Diese Kurve verbreitert sich im Zeitablauf offenbar ständig. Sie verliert dabei 
an Höhe, was durch das zusätzliche Auftreten von Y4rat im Nenner von (19) 


ia) bewirkt wird. 


Da die homogene Wärme- 
leitungsgleichung invariant 
gegen Translationen 


ioxr—« 


t>t—t 


(20) 


-: von Ort und Zeit ist, muß 


B j A . G(x — x',t—t') die Lösung 

Abb. 126. Ausbreitung einer Punktwärme im unend- für 6 Nö f 2 ] 
lich ausgedehnten Stab (1, <t3<1,). Der Flächeninhalt für ö{# — =) ö(# — F) sein, also 
unter den Kurven ist wegen der Wärmeerhaltung stets für eine bei x = x’ zur Zeit 
der gleiche t= t' plötzlich erzeugte Punkt- 
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wärme. Multiplizieren wir diese Lösung mit »(x', t') dx’ dt’/uc und addieren alle 
Beiträge für verschiedene x’ und t', so entsteht wegen der Linearität der Dif- 
fusionsgleichung (7) mit 


70) =[ [ara EN ac tt) (21) 


wieder eine Lösung von (7), und zwar für das in gleicher Weise überlagerte 
Inhomogenitätsglied, das aber wegen 

v(z,t) 
no 


[fax ar ra ds 2)öl- f) (22) 
nichts anderes als den inhomogenen Term von (7) darstellt. (21) ist somit die 
Temperaturverteilung für einen Stab, auf dem sich beliebig orts- und zeitab- 
hängige Wärmequellen » (x, t) befinden. Die Anfangsbedingungen der Verteilung 
(21) sind wegen der in G enthaltenen Funktion 6 so beschaffen, daß 7 = 0 wird 
für Zeiträume t < t, vor der ersten durch » hervorgerufenen Wärmeerzeugung. 
Bei anders vorgegebenen Anfangsbedingungen müssen diesen Lösungen (21) noch 
Lösungen der homogenen Gleichung überlagert werden (die sich aber prinzipiell 
immer in der Form (21) durch eine Wärmeerzeugung » darstellen lassen, die vor 
sehr langer Zeit stattgefunden hat). 


Als nächstes betrachten wir die durch 
7(@,t) = [da'n,(@) @(@ — &',t) (23) 


gegebene Temperaturverteilung. Sie verschwindet für t<0. Für £> 0 stellt sie 
eine Überlagerung von Lösungen des Typs (19) dar und somit eine Lösung der 
aus (7) mit v»= 0 hervorgehenden homogenen Gleichung. Zur Zeitt=0-+ e geht 
diese Gleichung wegen (14) in 


7(x,0) = [da'7,(@) ö(x - =’) = 7, (@) (24) 


über. Somit ist (23) die zu einer beliebigen Anfangsverteilung 7,(x) gehörige 
Temperaturverteilung. Der Vergleich von (21) und (23) zeigt, daß wir die letztere 
Gleichung mit dem Ansatz 

v(x',t') = ueoru(«') öl) (25) 


erhalten. Die im Volumenelement Fdx’ etwa zur Zeit t= 0 insgesamt erzeugte 
Wärme ist somit 
dQ'’= Fax’ far'v(a,t) = Far'uerle). (26) 


Dies ist nichts anderes als der von (123.2) her bekannte Zusammenhang zwischen 
Wärmemenge und Temperatur. Gleichung (25) beschreibt also diejenige Wärme- 
leistungsdichte, welche überall auf dem Stab angebracht werden muß, um die 
gewünschte Anfangsverteilung der Temperatur r7,(x’) zur Zeit t= 0 zu erzeugen. 
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Zum Schluß überzeugen wir uns noch, daß bei der Temperaturverteilung (23) 
im Zeitablauf t>0 die Gesamtwärme erhalten bleibt: 


[I0) -Fuc[der(e, ) = Fuc[dx[da'n,(@)@(«— x,t) 


- Fucj[da'n,(') [dx @(® — 2,0) em 


5 f dx 1) 
-Fuc[ar al krere Yeat 


= Fucf[da'r, («) = Qı. 


Hier ist zunächst (23) eingesetzt, und dann sind die Integrationen in umgekehrter 
Folge durchgeführt. Das Ergebnis überrascht nicht, da die Erhaltung der Wärme- 
menge bereits bei der Ableitung der Wärmediffusionsgleichung (7) berücksichtigt 
wurde. 


127 Temperaturausgleich im Raum 


Die dreidimensionale Temperaturverteilung 7(t, £) in einer homogenen, un- 
bewegten Substanz läßt sich als Lösung der allgemeinen Diffusionsgleichung 


eahr +) () 


leicht aus den Überlegungen des vorigen Abschnitts durch dreidimensionale Ver- 
allgemeinerungen gewinnen. Wieder betrachten wir zunächst die am Koordinaten- 
ursprung = 0 zur Zeit t= 0 angebrachte Punktwärme Q,, deren Wärme- 


leistungsdichte durch 
AT) (2) 


beschrieben wird. Hier ist mit 


3) 


die dreidimensionale ö-Funktion eingeführt und als dreifaches Integral dargestellt. 
Zur Abkürzung sind die Größen 


dt=dk,dk,dk, fr=k,a+kyy+ kr (4) 


verwendet. Die sonst noch in (126.2) enthaltenen Konvergenzfaktoren sind hier 
übersichtshalber nicht mitgeschrieben. 


Analog zu (126.8) wird für die zu (2) gehörige Temperaturverteilung der Ansatz 
ZU Te) EN = Gott, 0) (5) 
gemacht. @, soll der homogenen Gleichung (1) genügen und wird daher durch 


Gun) =[AatAftyeitirt mit y=at? (6) 
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beschrieben. Beim Einsetzen von (5) in (1) entsteht — wie in (126.14) — die 
Bedingung 
6,(1,0) = ökt) A(f) = (2r)”” (7) 
für den Anfangswert von G,, welche nach Vergleich mit (3) über die Funktion A (f) 
verfügt. Nach dem Einsetzen von y in (6) entsteht ein Exponent 


TO = -aßt+itr= -atlt- 4) - 4 8) 


der formal wie in (126.16) umgeformt werden kann. Jetzt lassen sich alle drei 
in (6) enthaltenen Integrationen separabel durchführen und ergeben 


(9) 


u N® 
ed 77 
GN) = gran (ae) 


für die gesuchte Ausbreitungsfunktion der Punktwärme. (5) und (9) stellen ge- 
meinsam die gesuchte Lösung für die Ausbreitung einer Punktwärme im Zeit- 
ablauf dar. 


Die Invarianz des homogenen Teils von (1) gegenüber den linearen Trans- 
formationen 


r>tr—tV t>t—t (10) 
kann wieder verwendet werden, um in G@(r—-v',t—f’) die zu ö(r -r')ö(t — f‘) 
gehörige Temperaturverteilung zu erkennen. Nach Multiplikation mit dr’ dt! »(v’, €‘) 
und Integration erhalten wir 


7,0) =[[arar _ Ge-r,t-r) (11) 


als allgemeinste räumliche Temperaturverteilung, hervorgerufen durch beliebig 
vorgegebene Wärmequellen »(t, £), denn die entsprechende Überlagerung führt 
bei den Wärmequellen auf 


N Ar dtrle,!)öR rw )ölt-) = r(t,l), (12) 


also auf die Wärmeleistungsdichte selbst. 
Entsprechend (126.23) ist 
7(t,t) = (dr'zu(t') Ger, (13) 
die zu einer gegebenen Anfangsverteilung 7,(t) gehörige Temperaturverteilung 


im Zeitablauf. Dies folgt aus (13) formal für £= 0 + e unter Berücksichtigung 
von (7). Der Vergleich von (11) und (13) läßt den Zusammenhang 


vcf) = uer,(W) ölt) (14) 
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erkennen. Die auf ein Volumenelement dr’ insgesamt etwa zur Zeit t = 0 über- 
tragene Wärmemenge ist 


dQ’=dr farvlr,d) = dr'uen,(t). (15) 


Auch für (13) läßt sich die Wärmeerhaltung Q(t)= Q, direkt nachweisen, und 
zwar mit den zu (126.27) analogen Ausdrücken. 


Die explizite Darstellung der durch (9) und (11) gegebenen Temperaturver- 
teilung ist 
t-t ® 
(ven =F) 


‚ vel,®) e 
7 (6,1) = de fü RAR (16) 


Im allgemeinen besitzt eine partielle Differentialgleichung wie (1) unendlich viele 
Lösungen, die sich durch verschiedene Rand- und Anfangseigenschaften unter- 
scheiden. Die besonderen Anfangseigenschaften der vorliegenden Lösung er- 
kennen wir folgendermaßen: t, sei der früheste Zeitpunkt, zu dem Wärme erzeugt 
wurde. Dann ist v(r', !')= 0 für <t,. Die Temperaturverteilung 7(t, {,) ver- 
schwindet dann ebenfalls, da in (16) mit #= t, nur über solche Zeiten !’< 7 
integriert wird, in denen » verschwindet. Die Lösung (16) beschreibt daher eine 
Temperaturverteilung mit der Eigenschaft r(t, {)= 0 vor dem Wirksamwerden 
der durch »(t, t) erzeugten Wärme. 


Eine Umformung von (16) entsteht durch Einführung der Retardierungszeit 


s=t-t: 
et 
7,1) = [ar [as 9 e 
9 


AC [4ras]’2 


tr‘? 


Vans) 


7) 


In dieser Form ist noch deutlicher erkennbar, daß die Temperaturverteilung zur 
Zeit t nur durch die erzeugte Wärme » zu früheren Zeitpunkten t— s beein- 
flußt wird. (Man beachte s > 0 im Integral!) 


Bei stationären Wärmequellen ist »(t) zeitunabhängig. Es gibt dann eine statio- 
näre, von der Zeit unabhängige Lösung T(r), die der vereinfachten Gleichung 


—AAT=v(t) (18) 


genügt (man beachte a = A/uc). Die Lösung dieser sogenannten Poıssonschen 
Differentialgleichung ist von der Elektrodynamik [F 221] her wohlbekannt, 
kann aber auch als Spezialfall von (17) leicht gewonnen werden. » in (17) wird 
hier s-unabhängig und kann aus der Zeitintegration herausgenommen werden. 
Die Zeitintegration selbst läßt sich direkt durchführen. Wir gehen mit 


1 1 
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zu einer neuen Variablen « über, für deren Differential d« 


da [4a ss]: 
2aa® 2a 


ds 


da (20) 


gilt. Mit R = |r — r’| wird die Zeitintegration in (17) durchgeführt 


R 2 
co , -{ a oo -(« R) © - (x. R) 
} ds en Y4as da 1 daR & 1 (21) 
[4ras]’r I 2arı 2arR VYr  4raR' 
ö ö ö 
Beim Einsetzen von (21) entsteht mit auc = 
e drv(r) 
T(t) -. 4rıilı-r| (22) 


für die stationäre Temperaturverteilung in Übereinstimmung mit der bekannten 
Lösung [F 221.8] der Poıssonschen Differentialgleichung. 


128 Wärmeübertragung durch Konvektion 


In bewegten Medien (insbesondere Flüssigkeiten und dergleichen) wird der 
Transport von Wärme nicht nur auf dem Wege der Wärmeleitung durchgeführt, 
sondern es findet zusammen mit der Massenbewegung auch eine Konvektion 
(Mitführung) von Wärme statt. Da up die Massenstromdichte und q*= cr die 
Wärmemenge pro Masseneinheit darstellt, erhalten wir 


ik = ugb = werd (1) 


für die Konvektionsstromdichte, die Stromdiehte der bei mechanischen Bewegun- 
gen mitgeführten Wärme. v (rt, t) ist das Geschwindigkeitsfeld der mechanischen 
Bewegung. Es wird der Situation entsprechend vorgegeben oder durch die mecha- 
nischen Grundgleichungen (12) bestimmt. 


Zur gewöhnlichen Wärmestromdichte (121.6) tritt die Konvektionsstromdichte 
(1) hinzu, so daß 


R 
j= Ag + nord (2) 


für die gesamte Wärmestromdichte entsteht. Bei inkompressiblen Flüssigkeiten 
vereinfacht sich die Kontinuitätsgleichung der Masse zu 


Cy7) 9uv on 
oz ae 0 a = konst. —=0. (3) 


Die letzte Gleichung ist die sogenannte Inkompressibilitätsbedingung. 
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Zur Anwendung dieser Gleichungen auf ein einfaches Beispiel betrachten wir 
die Anordnung von Abb. 121 mit zwei Wärmespeichern und einer Rohrverbindung, 
durch die eine inkompressible Flüssigkeit hindurchtreten kann. Wegen der ver- 
schiedenen Temperaturen 7,>T, findet Wärmeleitung statt. Bei Strömung 
p = 0 durch das Rohr fließt gleichzeitig ein Konvektionsstrom von Wärme. Wir 
fragen uns, wie groß die Geschwindigkeit v gewählt werden muß, um die gewöhn- 
liche Wärmeleitung gerade so zu kompensieren, daß kein .Wärmetransport 
zwischen den beiden Wärmespeichern stattfindet. Sehen wir davon ab, daß in 
dieser Situation die nach links laufende Strömung den linken Wärmespeicher 
allmählich auffüllt und dessen Temperatur verringert, während sich der rechte 
Speicher leert (und daher wegen der konstant bleibenden Gesamtwärme dessen 
Temperatur anwächst), so handelt es sich hier um ein stationäres Problem, das 
nach (2) durch die Gleichungen 

i ) OT Anz 
= neT ar Ir (4) 


bestimmt wird. Die Inkompressibilitätsbedingung (3) überführt diese Gleichung in 
—= Alnr=0. (5) 


Längs des Rohrs hängen alle physikalisch wesentlichen Größen nur von der 
Koordinate x allein ab. Daher vereinfachen sich diese Gleichungen zu 


dv d?Inr 


z=0 =. (6) 
Ihre Lösungen sind 
hr=x-Pßx v=-aß. (7) 
Jetzt werden die Randbedingungen 
70) = n=e r(l)=1r, B=— m (8). 


berücksichtigt, die die Werte von & und ß in (7) festlegen, und es entsteht 


also im Gegensatz zu [121] kein lineares, sondern ein exponentielles Temperatur- 
gefälle als Folge der Inkompressibilitätsbedingung. Wegen r, > r, und daher v < 0 
ist die Geschwindigkeit nach links gerichtet. 


Wir betrachten folgendes Zahlenbeispiel: In den zwei Wärmespeichern befindet 
sich Wasser (u = 10°kg/m?,c=1 keal/kggrd,A =5 10° kcal/ms grd) bei den 
Temperaturen r, = 350 °K und r, = 300 °K. Die Rohrlänge sei L = 0,lm. Dann 
folgt nach (9) für die Geschwindigkeit 

5.106 kcal/ms grd 350 


nz .10-8m/s 
TOTke/m?. Tkeal/kgard - 0,1m 1 300 a U vu 


v= 
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Aus dem sehr niedrigen Wert der Geschwindigkeit v geht hervor, daß die durch 
Konvektion übertragene Wärme im allgemeinen ganz erheblich größer ist als 
die durch bloße Wärmeleitung übertragene. 


Beim Auftreten von Wärmekonvektion erweitert sich wegen (2) und (123.2 und 3) 
‘die Diffusionsgleichung (123.4) der Wärme um ein Glied, das vom Konvektions- 
strom herrührt, und es entsteht 


ar g „or 
ne + glg, +uerv)=» (11) 
als erweiterte Gleichung. Das Geschwindigkeitsfeld der bewegten Substanzen p (tr, £) 
ist hierbei entweder durch äußere Bedingungen vorgegeben, oder es wird der 
jeweiligen mechanischen Situation entsprechend durch die von [T 45] her be- 


kannten Gleichungen der Hydrodynamik 


(12) 


bestimmt. Kompliziert wird die Auswertung der Gleichungen (11) und (12) 
gelegentlich noch durch die Temperaturabhängigkeit der Massendichte w(r) in- 
folge Wärmeausdehnung. 


Übungsaufgaben 


12.1. Die Temperaturverteilung ?(t, t) ist aus der allgemeinen Formel (127.17) durch ge- 
eignete Ansätze v(t,t) zu bestimmen für eine a) Punktquelle, b) Linienquelle, c) Flächen- 
quelle, d) einmalig aufblitzende Punktquelle, e) gegebene Anfangsverteilung (tr, 0). 


12.2. Durch ein © langes Kabel (Radiusr, = l em, 2, = 0,55 cal/grd cm s, spezifischer Wider- 
stand e = 2,5 - 10-°Q. cm) fließt ein elektrischer Strom J,. Äußere Mantelfläche der 
Isolierung (Dicke d = 2 cm, A, = 0,8: 10°? cal/grd cms) auf konstanter Temperatur 
7, =0 °C. Welcher Höchstwert von J, ist erlaubt, damit die Temperatur in der Isolierung 
nirgends den Wert z, = 60 °C übersteigt? Temperatur im Kabelzentrum? 


12.3. In einem © langen, wärmeisolierten Eisenstab (1. F = 0,786kg/m, c = 0,111 kcal/grdkg, 
a = 2.105 m?/s) von 0°C wird an der Stelle x = 0 von t = 0 ab ständig Wärme er- 
zeugt (10”? kcal/s). Wie hoch ist die Temperatur bei x = 0 nach 25 s? 


12.4. Zwei hintereinanderliegende Stäbe verschiedener Temperatur werden von t = 0 ab in 
Berührung gebracht (Stablängen ©, u = 7,86 10? kg/m?, c = 0,111 kcal/kg grd, 
i = 0,02 kcal/grd ms, Wärmeleitung nur durch die Berührungsfläche). Nach 12,5 s 
besteht am Berührungspunkt ein Temperaturgefälle von 1670 grd/m. Ursprüngliche 
Temperaturdifferenz? 


12.5. a) Auf einen einseitig langen, wärmeisolierten Stab der Temperatur 7, wird im Ab- 
stand x, vom Ende kurzzeitig eine Punktwärme übertragen. Nach welcher Zeit 
hat das Stabende seine höchste Temperatur? (Erfüllung der Randbedingungen 
durch Einführung von ‚‚Spiegelquellen‘‘) 

b) Gleicher Stab, jetzt aber am Ende von t- 0 ab mit Wärmebad r, in Berührung 
gebracht. Wann ist 7 = (7, + 7,)/2 bei &,? 
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12.6. Auf einen wärmeisolierten, endlichen Stab (Länge !) wird im Abstand x, vom linken 
Ende bei ti = 0 eine Punktwärme übertragen. Die Randbedingungen 


a) beide Stabenden auf konstanter Temperatur 7, = 0 
b) beide Stabenden wärmeisoliert 


sind einmal durch Spiegelung, zum anderen durch Entwicklung von 7(x, t) in eine 
Fovrikrreihe zu erfüllen. Vor- und Nachteile beider Verfahren? 


12.7. Endlicher Stab (,= 0°C, 1=0,50m, u= 2,7:10% kg/m?, c = 0,21 kcal/kg grd, 
} = 0,055 kcal/grd m s) unter den Bedingungen a) Punktwärme bei x, = 1/4 und beide 
Enden wärmeisoliert bzw. b) Wärmebad z, = 100 °C an einem Ende, anderes Ende 
wärmeisoliert. Nach welcher Zeit haben sich am rechten Ende 30%, 60%, 90%, der 
Endtemperatur eingestellt? (Verwendung von FourikErreihen wie in TÜ 12.6], nach dem 
ersten Glied abbrechen). 


13  Zustandsgleichungen 


Zusammenfassung: Zwischen Druck p, Volumen Y und Temperatur 7 eines Systems 
existiert stets ein Zusammenhang f(p, V, r) = 0, die Zustandsgleichung. Beim idealen Gas 
ist dies pV = Rr, beim van-DER-Waausschen Gas (p + A2/V?) (V - RB) = Rr. Bei Flüssig- 
keiten stehen kleine Volumenänderungen großen Druckänderungen gegenüber. Die Zu- 
standsgleichung bedingt stets eine Beziehung pox = « zwischen den Materialkonstanten. — 
Beim Festkörper spielt die Spannungs-Dehnungs-Beziehung P = P[E, 7] die Rolle der Zu- 
standsgleichung. Sie entspricht bei homogenen Verzerrungen sechs einzelnen Zustands- 
gleichungen, bei inhomogenen Verzerrungen, wo die Ortsabhängigkeit € (t) zu berücksichtigen 
ist, sogar unendlich vielen. Auch sonstige Materialgleichungen der Physik, wie der Zusammen- 
hang M[H, 7] zwischen Magnetisierung M und magnetischer Feldstärke 9, spielen in der 
Thermodynamik die Rolle von Zustandsgleichungen. — Spezielle, für die Praxis sehr wichtige 
Zustandsänderungen sind solche, die unter den Nebenbedingungen 68V = 0,59 = 0,67 =0 
oder öQ = 0 ablaufen. Sie werden isochor, isobar, isotherm und adiabatisch genannt. 


131 Ideales Gas, spezifische und molare Größen 


Das einfachste thermodynamische System ist ein Gas, das sich weit oberhalb 
seines Verflüssigungspunktes befindet. In Abb. 131 befindet sich ein solches 
„ideales Gas“ in einem zylindrischen Gefäß 

Mm,| 1% vom Volumen V, das oben durch einen 
U beweglichen Kolben abgeschlossen und von 

= einem Wärmebehälter umgeben ist, der für 

— v N konstante Temperatur 7 sorgt. Ist das Gas 
La ———— hinreichend lange sich selbst überlassen, bis 
thermodynamisches Gleichgewicht herrscht, 
so übt esnach allen Seiten den gleichen Druck p 
Abb. 131. Das ideale Gas im Zylinder (Kraft pro Flächeneinheit) auf die Gefäß- 


füllt das Vol v d steht us R 
neben ER ER Fr n A 5 a wände aus. Am Deckel wird der Druck durch 


ordnung steht in einem Wärmebad Myg 
der Temperatur 7 Pp=77+tP (1) 


a) 
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kompensiert, damit dort statisches Gleichgewicht herrscht. M, ist die Masse von 
Gewicht und Kolben, M,g ihr Gewicht und F der Kolbenquerschnitt. p, ist 
der Druck der umgebenden Luft, der ja ebenfalls von außen mit auf den Kolben 
drückt. 


Vergrößert man M,, so steigt der Außendruck p, und der Kolben sinkt. Dabei 
wird das Gas auf ein kleineres Volumen V’ komprimiert, und es stellt sich nach 
einiger Zeit ein neuer Gleichgewichtsdruck p’ ein, der wieder entsprechend (1) 
dem Kolbendruck das Gleichgewicht hält. Die Beobachtung liefert das BovLe- 
MarIoTTEsche Gesetz: 

pV=pV. 2) 
Beim idealen Gas ist also das Produkt pV unabhängig vom Kolbengewicht M,. 


Ändert sich dagegen bei konstant gehaltenem Druck p die Temperatur 7 des 
Behälters, so ändert sich nach (111.3) auch das Volumen V. Beide sind zueinander 
proportional. Aus der Kombination von (2) und (111.3) entsteht 


pV=Rr | (3) 


als allgemeingültiger Zusammenhang zwischen Druck p, Volumen V und Tem- 
peratur 7. Er wird als Zustandsgleichung des idealen Gases bezeichnet. 


R ist die sogenannte Gaskonstante. Verdoppelt man unter sonst gleichen 
physikalischen Bedingungen die Masse des Systems, so verdoppelt sich auch V, 
nicht dagegen p oder Tr. Wegen (3) muß das gleiche wie für V auch für R gelten. 
R und V. sind entsprechend 


R=Mr V=Mv (4) 


massenproportionale, sogenannte extensive Größen. v ist das Volumen pro Massen- 
einheit und r die Gaskonstante pro Masseneinheit. Die Zustandsgleichung (3) 
läßt sich daher auch in der Form 


pv=rtT | 5) 


allein durch massenunabhängige, sogenannte intensive Größen darstellen. 


Die auf die Masseneinheit bezogene Gaskonstante r besitzt für verschiedene 
Substanzen und Mischungen verschiedene Werte. Die systematische Untersuchung 
verschiedener Substanzen zeigt, daß R proportional zur Molekülzahl N ist. Die 
theoretische Begründung hierfür liefert [141]. Um die Beschreibung dieses Sach- 
verhalts übersichtlicher darzustellen, wird als neue physikalische Größe die Menge 
eingeführt und in Kilomol (kmol) gemessen. Darunter ist eine ganz bestimmte 
Zahl L von Molekülen zu verstehen. Aus Zweckmäßigkeitsgründen wird L so 
gewählt, daß für 12kg Kohlenstoff (C) die Menge Z = 1 kmol wird. Auf diese 
Weise wird erreicht, daß 1 kmol Atome der leichtesten Substanz (Wasserstoff) 
gerade 1kg wiegt (genauer allerdings 1,008 kg). Die so festgelegte Zahl Z wird als 
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LoscHmipTzahl bezeichnet. Die experimentelle Bestimmung der Zahl L weiter 
unten in [147] führt auf Z = 6,025 - 10°%. Zwischen einer Molekülzahl N und der 
zugehörigen Menge Z besteht also der Zusammenhang 


N=nZ mit n= Zkmol!= 6,025 - 10% kmol-!. (6) 


n und Z unterscheiden sich also nur durch ihre Dimension. Sie werden als Lo- 
SCHMIDTsche Konstante und LoscHMiDTsche Zahl bezeichnet. 


Die in kmol gemessene Menge Z einer Substanz charakterisiert also eine ganz 
bestimmte Zahl von Molekülen. Z wird auch oft als Molzahl bezeichnet. Für die 
Gaskonstante wird die Bezeichnung 


R=Mr=Zr (7) 


eingeführt. Hier bedeutet r die auf die Masseneinheit bezogene, spezifische Gas- 
konstante und r die auf die Mengeneinheit bezogene sogenannte molare Gas- 
konstante. Der Sachverhalt, daß R lediglich zur Molekülzahl N proportional ist, 
kommt darin zum Ausdruck, daß r den von der speziellen Substanz unabhängigen 
Wert 


Joule 


besitzt. r wird daher auch als universelle Gaskonstante bezeichnet. Nach Division 
von (3) durch die Gesamtmenge Z entsteht 


pV=TT (9) 


als weitere mögliche Darstellung der Zustandsgleichung. v = V/Z ist das auf 
das Kilomol bezogene, sogenannte molare Volumen. 


Auch für Gemische idealer Gase gilt die Zustandsgleichung in der Form (3). 
Hier ist die Gaskonstante R sinngemäß durch 


R=r3Z, (10) 


zu ersetzen. Der neben r stehende Faktor ist gleich der Gesamtmenge (Molzahl) 
des Gemischs und daher bis auf einen Faktor n gleich der Molekülzahl. 


Die in den Gleichungen (4) bis (9) eingeführte Bezeichnungsweise ist verall- 
gemeinerungsfähig. Je nachdem, ob eine für die Thermodynamik charakteristische 
Größe zur Gesamtmasse M des Systems proportional ist oder nicht, wird sie als 
extensive oder intensive Größe bezeichnet. Das Verhältnis zweier extensiver 
Größen ist eine intensive Größe. Eine besondere Rolle spielen die Größen V, M 
und Z, die das Volumen, die Masse und die Menge des Systems charakterisieren. 
Zu jeder weiteren extensiven Größe A können die intensiven Größen 


4A 4A 


<|& 
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eingeführt werden. Sie heißen Diehten, spezifische und molare Größen. Betrachten 
wir speziell M oder Z als derartige Größen A, so entstehen die Gleichungen 


m=]1 m= EN. EB molare Masse, 
Z 2 (12) 
z=1 = -. = = = spezifische Molzahl. 


Hier sind m und z trivialerweise Eins. m = 2”! dagegen ist die Masse eines kmol 
in kg. Bis auf den Faktor kg/kmol stellt m das ‚Molekulargewicht‘ der betreffenden 
Substanz dar. Aus den Gleichungen (11) folgt 

a-Z a=-ma. (13) 


Die molare Größe a unterscheidet sich von der spezifischen Größe a also gerade 
um das Molekulargewicht m als Faktor. 


Die meisten Gleichungen der Thermodynamik lassen sich in extensiver, spezi- 
fischer und molarer Form darstellen. Hier wird im allgemeinen die extensive 
Darstellung bevorzugt. Mit den in (11) bis (13) gegebenen Regeln ist es leicht, 
zu diesen Gleichungen die entsprechende Form mit spezifischen oder molaren 
Größen zu finden. In den Fällen, wo, wie in (6) und (8), die molare Darstellung 
aus physikalischen Gründen von Vorteil ist, wird die molare Darstellung an- 
gewandt. Das ist überall dort der Fall, wo der Zahlenwert der Gaskonstanten 
eine Rolle spielt, und dort, wo chemische Reaktionen stattfinden. 


132 VAN-DER-WAALSssches Gas 


Die Zustandsgleichung des idealen Gases 


Rr M 
p v y'Tr=ur (l) 


wird von einem realen Gas nur erfüllt, solange dessen spezifisches Volumen 
v=V/M groß, seine Dichte u = M/V = 1/v also gering ist. In welcher Richtung (1) 
abzuändern ist, um auch reale Gase zu beschreiben, läßt die atomare Deutung 
dieser Gleichung erkennen. Wir nehmen an, das Gas bestehe aus einer sehr großen 
Zahl von kugelförmigen Molekülen, die sich im Behälter frei bewegen. Sie stoßen 
gegen die Wände und übertragen dabei laufend ‘einen Impuls, der sich als Druck 
bemerkbar macht, siehe [141]. Bei konstanter Temperatur wird in (1) mit zu- 
nehmendem Druck p > oo das Volumen V > 0, ohne Rücksicht auf das Eigen- 
volumen der Moleküle. (1) gilt also nur, solange das den Molekülen zur Verfügung 
stehende Volumen groß gegen ihr Eigenvolumen ist. 


Der Druck p wird durch den mittleren Impuls des einzelnen Moleküls beim 
Aufprall auf die Gefäßwand und durch die Zahl der pro Sekunde stoßenden Mole- 
küle bestimmt. Letztere ist proportional zu w. Der mittlere Impuls hängt somit 
3 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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nach (1) nur von T, nicht mehr von u bzw. v und daher dem mittleren Abstand der 
Moleküle voneinander ab. Diese Unabhängigkeit der Molekülimpulse vom mitt- 
leren Abstand ist nur möglich, wenn die Moleküle keine Kräfte aufeinander aus- 
üben. Demnach sind in (1) auch die bekanntlich zwischen den Molekülen wirken- 
den Anziehungskräfte vernachlässigt. 


Statt durch (1) wird das reale Gas besser durch eine von VAN DER WAALS an- 
gegebene empirische Zustandsgleichung 


p=- 7-5 (2) 


vb v2 


beschrieben. Als Zusammenhang zwischen den intensiven Größen p, v und 7 
muß sie unabhängig von M sein. Die Größen a und b sind daher auch intensiv. 
In molarer Schreibweise erhält (2) nach den Regeln des vorigen Abschnitts die 


Form e 5 
es a=ma b=mb. (3) 


as v-b v? 


Nach Einführung extensiver Größen lautet sie 


(4) 


Die Gleichungen (2) bis (4) berücksichtigen die oben erwähn*en Besonderheiten 
eines realen Gases: das Eigenvolumen der Moleküle und ihre gegenseitige An- 
ziehungskraft. Die allgemeine Form dieser Gleichung (4) wird anschließend 
atomistisch begründet. Die in ihr auftretenden Konstanten A und /3 werden für 
eine spezielle Substanz jeweils dem Experiment entnommen. In diesem Sinne 
handelt es sich um eine halbempirische Gleichung. 


Der erste Term auf der rechten Seite von (4) unter- 

o 9 scheidet sich von der idealen Zustandsgleichung durch 

[6) das Hinzutreten der Konstanten /3. Nach (4) ist der 

je) = 3 Druck p—>% erforderlich, um das Molvolumen der Sub- 

[e) + 3 stanz auf V > /3 zu bringen. /3 ist daher das gemeinsame 

5.:8° Eigenvolumen aller Moleküle der Substanz. Der zweite in 

o “ (4) auftretende Term bewirkt, daß der auf die Wand 

ausgeübte Druck p um eine Gegenspannung p’ = A?/V? 

” vermindert wird. Sie läßt sich qualitativ durch die mittlere 

gegenseitige Anziehungskraft der Gasmoleküle unter- 

Abb. 132.1. Zur Deutung einander erklären. Ein Molekül im Inneren des Gases 

des Zusatzterms — A?/V? wird, wie Abb. 132.1 andeutet, von den Nachbarmolekülen 

in der VAN-DER-Waars- durch Kräfte angezogen, die sich im Mittel kompensieren. 

nn. eg Für ein am Rande befindliches Molekül dagegen liefern 

tungen der Anziehunge- diese Anziehungskräfte eine rücktreibende Kraft K, 

kräfte an, die auf dasbe- gegen die das einzelne Molekül anlaufen muß, bis es die 
treffiende Molekül wirken Wand erreicht hat. 
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Verdoppelt sich die Teilchendichte X = N/V, so ist in Abb. 132.1 jeder Pfeil 
sinngemäß durch zwei Pfeile zu ersetzen, wodurch sich auch K verdoppelt. Es 
ist also K — N. Daraus folgt für die ebenfalls dichteproportionale Spannung 

} r ‚ 1 
NEN SZ (5) 
Diese durch die gegenseitigen Anziehungskräfte der Moleküle hervorgerufene 
Gegenspannung wird also im VAN-DER-Waausschen Ansatz (2) bzw. (4) für das 
reale Gas berücksichtigt. 
Die Aussagen einer Zustandsgleichung wie (1) oder (4) lassen sich am besten in 


einem Zustandsdiagramm übersehen, das zwei der Variabeln p, V und r als 
Abszisse und Ordinate enthält. In den Abb.132.2 und 3 sind die Zustands- 


T=konst. 


-/ 


B 


Abb. 132.2 und 132.3. Darstellung von Zustandsgleichungen im pV-Diagramm. Isothermen 
des idealen Gases. Isothermen des VAN-DER-WaaArsschen Gases 


gleichungen (1) und (4) des idealen und des VAN-DER-WaaArsschen Gases im so- 
genannten pV-Diagramm dargestellt. Die einzelnen Kurven entsprechen kon- 
stanter Temperatur und werden als Isothermen bezeichnet. Für große V und 
große T geht die Kurvenschar des VAN-DER-WaaLsschen Gases in die des idealen 
Gases über, wie der Vergleich von (1) und (2) zeigt. Da die Temperatur positiv 
definit ist, liegen alle Kurven 7 > 0 rechts von V = /3, dem Gesamtmolekül- 
volumen der Substanz. 


Unterhalb der in Abb. 132.2 dick gezeichneten Isotherme zur kritischen 
Temperatur 7 = 7,, durchlaufen die Isothermen ein Minimum und ein Maximum. 
Dieses Verhalten läßt sich physikalisch folgendermaßen verstehen: Wir denken 
uns die Substanz in einem Zylinder eingeschlossen und oben durch einen beweg- 
lichen Kolben begrenzt. Der Zylinder befindet sich in einem Wärmebad, das für 
konstante Temperatur sorgt. Bei allmählichem Hineindrücken des Kolbens ver- 
kleinert sich das Volumen V, und wir durchlaufen eine der Isothermen von 
Abb. 132.3 von rechts nach links. Dabei nimmt der Druck p zunächst zu. Mit 


3* 
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dem Kleinerwerden von V verringert sich der mittlere gegenseitige Molekül- 
abstand, so daß die Anziehungskräfte der Moleküle untereinander stärker wirk- 
sam werden und im zweiten Term von (2) den Druck entsprechend verringern. 
Beim weiteren Zusammenpressen nimmt p daher ab, bis sich die Moleküle schließ- 
lich so nahe beieinander befinden, daß ihr Eigenvolumen sich störend bemerkbar 
macht. Dann biegt die Isotherme wieder um und steigt nach links steil auf. 


Zwischen Minimum und Maximum einer solchen Isotherme entsteht ein Bereich 
dp/dV >0, der experimentell nicht realisierbar ist. Ein bestimmter Druck p läßt 
sich, wie in Abb. 132.4, durch Auflegen eines Gewichts G, = M,g auf den Kolben 
realisieren. Der Druck ist dann p= @,/F mit F als dem 
Querschnitt des Kolbens. (Der hier unwichtige Luftdruck 
ist fortgelassen.) Würde sich die Substanz auf einer Iso- 
therme im Bereich dp/dV > 0 befinden, so entstünde bei 
einer minimalen Kolbenschwankung, die das Volumen ver- 
kleinert, eine Verkleinerung des Innendrucks. Der Außen- 
druck @,/F würde überwiegen und den Kolben nach 
unten in Bewegung setzen, wodurch V noch mehr ver- 
Abb. 132.4. Zum Iso- kjeinert und der äußere Überdruck noch stärker zunehmen 


£ . : : 
eh würde. Der Bereich dp/d V > 0 der Substanz ist also labil. 


Gases In Wirklichkeit tritt im labilen Bereich der Isothermen 
eine andere Erscheinung auf: Die Substanz spaltet in 
zwei Komponenten auf, die gasförmige und die flüssige Phase. Die Substanz 
geht in ein sogenanntes Zweiphasensystem über. Die beiden Phasen befinden 
sich in den mit f oder g bezeichneten Zuständen von Abb. 132.3. Der Einfluß 
der Schwerkraft bewirkt, daß die flüssige Phase mit ihrer höheren Dichte 
sich in Abb. 132.4 unten sammelt. Das experimentell beobachtete Verhalten 
beim Durchlaufen einer Isotherme von rechts nach links ist also das folgende: 
Zunächst ist die gesamte Substanz gasförmig, und mit kleiner werdendem V 
nimmt der Druck p zu, bis der Punkt g der Isotherme erreicht ist. Weitere 
Kompression erhöht nicht mehr den Druck, sondern überführt einen Teil der 
gasförmigen Phase in die flüssige (komprimiertere) Phase. Der Druck bleibt 
so lange konstant, bis sich schließlich die gesamte Substanz in der flüssigen Phase 
(Punkt f) befindet. Erst bei weiterer Kompression steigt er wieder steil an. 


Daß ein solches Zweiphasensystem thermodynamisch stabil ist, kann erst später 
in [255] und ausführlich in [32] gezeigt werden. Der Druck p(r), bei dem die 
Isotherme waagerecht verläuft, wird als Dampfdruck bezeichnet. In [323] wird 
bewiesen, daß dieser waagerechte Bereich der Isotherme in Abb. 132.3 so kon- 
struiert werden muß, daß die über und unter der Geraden liegenden schraffierten 
Flächen gerade gleich groß sind. Die Phasenpunkte f, g der einzelnen Isothermen 
sind durch eine gestrichelte Kurve untereinander verbunden. Diese unterteilt zu- 
sammen mit der Geraden V= und der kritischen Isothermen 7 = 75, das 
pV-Diagramm des VAN-DER-WAALSschen Gases in insgesamt fünf Bereiche. Der 


[132] 13 Zustandsgleichungen 37 


linke Bereich V</3 ist überhaupt nicht erreichbar. Rechts von ihm befindet 
sich die flüssige Phase der Substanz. Innerhalb des von der gestrichelten Kurve 
berandeten Bereichs bildet die Substanz ein Zweiphasensystem, und rechts ist 
der Zustand gasförmig. Im äußeren Bereich, der durch 7 > 7,, gekennzeichnet 
ist, verhält sich die Substanz qualitativ ähnlich wie ein ideales Gas. Es gibt dort 
keine Bereiche, in denen ein Übergang zwischen zwei Phasen (Kondensation) 
stattfinden kann. 

Die kritische Isotherme 7 = 7,, besitzt keinen Extremwert, sondern einen 
Wendepunkt. Er wird als der kritische Punkt der Substanz bezeichnet. Seine 
Koordinaten sind ?%,, und Yy,. Die drei Gleichungen 

_R _@ ap\ _ ap _ 
P=y-B vw (ar). ml, 0 
reichen aus, um die kritischen Daten px-, Tr und V,, durch die Konstanten A, 3 
und R zu bestimmen: 


8A? A? 
VYa=3B Ta= TBB Pr = gps ° (7) 
Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt 
1 8 Var 
Ar = 3 Pi Vie B=z Vu -; a. (8) 


Die für die einzelnen Substanzen charakteristischen Größen A, B und R lassen 
sich also auch durch die kritischen Daten ersetzen und geben der VAN-DER-WAALS- 
schen Gleichung (2) die Form 


3 Prr PR. 1 8 12 
ae zo LE 2 Ze 9 

Nach Einführung der dimensionslosen Relativgrößen 

PR: = u 
= De = T. T,= FE (10) 
geht die vAN-DER-WaAALssche Gleichung in 
3 1 8 

(+) (#-3)=- 5% an) 


über und erhält so eine für alle Substanzen gleichermaßen gültige Form. In der 
nachstehenden Tabelle sind die kritischen Daten einiger Substanzen mit physi- 


Tabelle 132: Kritische Daten einiger Gase 


Tu K Pirat Hyr f ms 


N, 126,2 33,5 311 
0, 154,8 50,1 410 
CO, | 304,2 72,9 468 
H,0 | 6474 | 218,3 320 
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kalisch sehr verschiedenartigem Verhalten dargestellt. Theoretisch sollte die in (9) 
auftretende Größe 8Pxr Var/3Tyr = Rexp mit der universellen Gaskonstanten R 
übereinstimmen, die letzte Spalte der Tabelle also den Wert 1 liefern. Die Er- 
fahrung liefert jedoch kleinere Werte R,p< R. Weiter unten in (141.10) stellt 
sich heraus, daß die Gaskonstante R theoretisch nur von der Molekülzahl allein 
abhängt. Die Beobachtung Rp < R deutet also darauf hin, daß die mittlere 
Molekülzahl ein und desselben Gases im kritischen Zustand kleiner ist als im 
idealen. Das ist so zu verstehen, daß sich in diesem ziemlich stark komprimierten 
Zustand ein Teil der Moleküle zu schwereren Komplexen assoziiert hat. 


133 Flüssigkeiten 


Die Aussagen der vAn-DER-WaALsschen Zustandsgleichung entsprechen weit- 
gehend den realen Verhältnissen im gasförmigen Zustand und im Zweiphasen- 
gemisch. Auf das Verhalten der Flüssigkeit treffen sie im allgemeinen nicht mehr 
zu. Aber auch hier existiert, wie übrigens bei jedem thermodynamischen System, 
in dem sich ein Druck p überhaupt definieren läßt, ein allgemeiner Zusammenhang 


zwischen Druck p, Volumen V und Temperatur 7, die Zustandsgleiehung. Sie 
kann in der allgemeinen Form (1), aber auch in aufgelöster Form p(V, r), V(p, Tr) 
oder r(p, V) gegeben sein. 


Ohne nähere Kenntnis dieses Zusammenhangs lassen sich bereits aus seiner 
bloßen Existenz Sehlußfolgerungen auf bestimmte Beziehungen zwischen den 
Materialeigenschaften der Flüssigkeit ziehen. Wir definieren die Kompressibilität x, 
den Ausdehnungskoeffizienten x und den Spannungskoeffizienten o durch folgende 
Gleichungen: 


. relative Volumenänderung _ 1 (5) 
RT Druckänderung V’\98?/r 
__ relative Volumenänderung 1 5 2) (2) 
Temperaturänderung v\or, 
relative Druckänderung 1 ,9p 
Temperaturänderung p | arT)/r 
Die Existenz einer Zustandsgleichung (1) hat 
av aV\ 
Via En U BE 
V=-Ypn) _ av (5 )„dr + (Gr),dz (3) 


zur Folge. Änderungen dV, dp und dr können nicht unabhängig voneinander 
stattfinden. Die Änderung des Drucks mit der Temperatur bei konstantem 
Volumen kann wahlweise durch 


Er j v-0 ee _ ), Br ” = ) 
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dargestellt werden. Sie läßt sich unter Berücksichtigung von (3) mit dV = 0 


durch (ar) - - rom. 6) 
ort /v (aV/aPp)r 


ausdrücken. Mit den Materialkonstanten x, x und o aus (2) folgt hieraus der Zu- 


sammenhang 
PoX=& (6) 


Die Beziehung (6) zwischen den Materialgrößen (2) gilt für jedes thermodyna- 
mische System, da sie nur die Zustandsgleichung (1) zur Voraussetzung hat. 


Beim idealen Gas z. B. erhalten wir wegen pV = Rr für die Materialkonstanten (2): 
ı a Kr ı ı od Rr 1 


IS O7 yo» 9-7 T en 


zwischen ihnen. 


Auch sie erfüllen die Bedingung (6). 


'134 Festkörper 


Die Betrachtungen von [133] sind auch auf Festkörper anwendbar, sofern 
die in (133.1) auftretenden Größen den Zustand des Festkörpers hinreichend 
beschreiben. Dies gilt, wenn der Festkörper lediglich einem gleichmäßigen, all- 
seitigen Druck unterworfen ist. Daneben ist es aber noch möglich, ihn ungleich- 
mäßig zu belasten, indem man, wie Abb. 134 zeigt, an den Elementen df der. 

Oberfläche willkürliche Kräfte 


i,k 


a an=ajP| mit P=Ye0%P;r 0) 


df anbringt. Diese flächenproportionalen Kräfte werden durch 

den in [T 72] untersuchten Spannungstensor P beschrieben. 

P;, bedeutet die auf die ©--Komponente der Fläche df in 

k-Richtung ausgeübte Kraft pro Flächeneinheit. Der 

Bystiiche ames Tat: Spannungstensor ist symmetrisch: P;.= Pıi- Er besitzt 

körpers können Kräfte MUr sechs voneinander unabhängige Komponenten, die 

in beliebiger Richtung aber längs der Oberfläche wie auch im Innern des Fest- 

angreifen körpers mit dem Ort variieren können. Diese sechs Größen 
treten an die Stelle des Drucks p von (133.1). 


Abb. 134. An der 


Auch die Angabe des Gesamtvolumens Y ist kein hinreichendes Charakteristi- 
kum des Festkörpers. Vielmehr werden durch die angreifenden Spannungen P 
Verzerrungen im Festkörper hervorgerufen, beschrieben durch einen Verzerrungs- 
tensor 
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€;, beschreibt die relative Verschiebung der i-Richtung eines Volumenelements 
in Richtung k. Auch der Tensor € ist symmetrisch, so daß &;; = &;; gilt. 


Die Tensoren P und E hängen, wie in der Mechanik elastischer Medien [T 7] 
genauer untersucht wird, durch eine Spannungs-Dehnungs-Beziehung der all- 
gemeinen Form 


P=Pf£E,z] (3) 


eindeutig miteinander zusammen. Diese Beziehung selbst wird durch die physi- 
kalischen Eigenschaften des Festkörpers bestimmt. Sie stellt ein Gleichungssystem 
zwischen den sechs Größen P;, und den sechs Größen £,;, dar, das beim Fest- 
körper an die Stelle der Zustandsgleichung (133.1) tritt. An die Stelle des einen 
Parameters V der Flüssigkeit treten hier also sechs frei wählbare Parameter €;;. 
Ist darüber hinaus der Festkörper noch ungleichmäßig verzerrt, so ändern sich 
die €;, mit dem Ort, und es treten unendlich viele Größen €;,(r) an die Stelle 
des ursprünglich einen Parameters V. 


Bei nicht zu großen Spannungen P und Verzerrungen E ist der Zusammenhang 
(3) linear. Bei isotropen Körpern, bei denen durch die innere Struktur keinerlei 
Richtung ausgezeichnet wird, gilt in guter Näherung die Spannungs-Dehnungs- 


Beziehung 
| P(E) #2xE +AISpE (4) 


zwischen P und €. Die beiden hierbei auftretenden Materialkonstanten x und 4, 
die Lam&schen Parameter, sind temperaturabhängig. Im Spezialfall, daß auf 
den Festkörper lediglich ein gleichmäßiger, allseitiger Druck ausgeübt wird, gilt 


1 
P=—lIp p=-75SpP, (5) 


und beim Einsetzen in (4) folgt für den Druck mit [T 714.6 und 8] 


p= — 4 Sp[2xE + 328] = — 2% spe 
2x+34 983 u 2x+3) AV >0 (6) 
3 dr 3 v ni 


also wieder eine Zustandsgleichung vom Typ (133.1). Für detailliertere Aus- 
führungen muß auf [T 72] verwiesen werden. 


135 Sonstige Materialgleichungen der Physik 


Sämtliche Materialgleichungen der Physik, die zwei physikalische Substanz- 
eigenschaften A und B durch einen Zusammenhang A = A[B] verbinden, sind 
Zustandsgleichungen im Sinne der Thermodynamik. Für sie gelten mit A und B 
statt p und V sinngemäß ähnliche Überlegungen wie früher. Speziell für die 
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Thermodynamik interessant sind solche Zusammenhänge jedoch nur, wenn sie 
entsprechend 

A=A[B,r] (ı) 
temperaturabhängig sind. Während in der übrigen Physik die Änderungen von A 
und B vorwiegend bei konstantem 7 betrachtet werden, spielen gerade in der 
Thermodynamik die Temperaturänderungen eine wichtige Rolle. 


Als Beispiel sei die Elektrodynamik herangezogen. Zwischen den dort be- 
trachteten elektrischen und magnetischen Feldern gelten die Gleichungen 


D=-HC+% B=-MHHM. (2) 


Hierbei bedeuten ®, € die elektrischen und ®, 9 die magnetischen Felder. 
P und M haben die Bedeutung eines elektrischen bzw. magnetischen Dipol- 
moments pro Volumeneinheit. Sie werden über Zusammenhänge der Art 


B = PIE, r] M-MIH,r (3) 


durch die angelegten Feldstärken & bzw. 9 bestimmt. Diese Zusammenhänge 
werden als Materialgleichungen der Elektrodynamik bezeichnet. Sie haben in 
vielen Fällen die einfache Form 


Pr xXe(rT)&E Ma md: (4) 


%. und 4. sind die (dimensionslosen) elektrischen und magnetischen Suszeptibili- 
täten. 


Betrachten wir die magnetischen Gleiehungen allein: Oft besitzen M und 9 
die gleiche Richtung und sind außerdem ortsunabhängig, so daß sich die vektorielle 
Betrachtung von (3) erübrigt und mit den Abkürzungen 


M=Vim| 1=|$| (5) 


eine Beziehung von der Art 


M=M(h,T) (6) 


gilt. Sie spielt in der Thermodynamik eine analoge Rolle wie die gewöhnliche 
Zustandsgleichung V= V(p, r). Das angelegte Magnetfeld I; stellt neben p 
einen weiteren freien Parameter des Systems dar, dem die Magnetisierung /H 
entsprechend (6) zugeordnet ist. /4 bedeutet nach (5) das magnetische Gesamt- 
moment der Substanz. Normalerweise sind bei einer Substanz zwei Größen frei 
wählbar, z.B. V und r oder p und 7. Die dritte von ihnen folgt aus der Zustands- 
gleichung. Eine Substanz im Magnetfeld dagegen besitzt drei frei wählbare Größen 
insofern, als neben p und z noch /ı willkürlich wählbar ist. V und M sind dann zu- 
geordnete Größen, die über die zugehörigen Zustandsgleichungen bestimmt werden. 
Die frei wählbaren intensiven Größen eines Systems werden als thermodynamische 
Freiheitsgrade bezeichnet. Ihre Anzahl ist in den vorliegenden Fällen { = 2 bzw. 
f= 3. 
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136 Zustandsänderungen 


In diesem Abschnitt sollen die für die Praxis wichtigsten Zustandsänderungen 
einfacher physikalischer Systeme betrachtet werden. Um uns im Zusammenhang 
mit den verhältnismäßig abstrakten thermodynamischen Begriffsbildungen etwas 
Konkretes vorstellen zu können, werden wir bei einem thermodynamischen 
System künftig stets an ein zylindrisches Gefäß mit nicht näher bezeichnetem 
Inhalt denken. Die verschie- 
denen an einem solchen System 
durchführbaren Änderungen 
sind in Abb. 136a bis d sche- 
matisch dargestellt. 


Zuerst betrachten wir die 
Änderungen, die bei konstant 
gehaltenem Volumen, also un- 
ter der Bedingung 


8/=0, isochor (1) 


a) ısochore Änderung 


stattfinden können. Das Gefäß 
ist mit einem Deckel fest ver- 
schraubt und mit einem Ma- 
nometer versehen. Für ein ein- 
faches System mit zwei Frei- 
c) isotherme Änderung d) adiabatısche Änderung heitsgraden (ideales Gas) ist es 
unter dieser Nebenbedingung 
nur noch möglich, durch Wär- 
mezufuhr oder -abfuhr die 
Temperatur 7 zu ändern. Der gleichzeitig mit veränderter Temperatur 7 ge- 
messene Druck p(7) definiert die isochore Zustandsänderung vollständig. 


Abb. 136a bis d. 


Als zweites betrachten wir Zustandsänderungen 
ö6p=0, isobar, (2) 


die bei konstantem Druck ablaufen. Anstelle des Deckels von Abb. 136a schließen 
wir unser zylindrisches Gefäß mit einem beweglichen Kolben ab, auf dem ein 
Gewicht @, = M,g ruht. Dieses Gewicht erzeugt, unabhängig von den Bedingun- 
gen im Innern des Zylinders, einen Außendruck @,/F, den der Kolben auf das 
System ausübt. (Bei praktischen Messungen sind Kolbengewicht und äußerer 
Luftdruck natürlich mit zu berücksichtigen.) Im thermodynamischen Gleich- 
gewicht ist aber der Außendruck gleich dem Innendruck und somit G,/F = p 
unabhängig von den sonstigen Bedingungen. Bei Wärmezufuhr erhöht sich 
die Temperatur 7, und das Volumen V(r) nimmt zu, während p konstant 
bleibt. 
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Als isotherme Zustandsänderungen bezeichnen wir solche, die unter der Be- 
dingung 
ör=0, isotherm (3) 
bei konstanter Temperatur ablaufen. Wir bringen zu diesem Zweck unser Gefäß 
in Kontakt mit einer Substanz von sehr großer Masse und daher auch Wärme- 
kapazität, dem Wärmebad. Es ändert seine Temperatur nur unwesentlich, wenn 
ihm kleinere Wärmemengen zu- oder abgeführt werden. Ändern wir nunmehr den 
Druck durch Auflegen verschieden großer Gewichte @,, so sinkt der Kolben mehr 
oder weniger ein, und wir erhalten einen Zusammenhang V (p) für die isotherme 
Zustandsänderung. 


Schließlich betrachten wir Zustandsäuderungen, die unter entgegengesetzten 
Bedingungen als im dritten Falle ablaufen, nämlich wenn das System gegen seine 
Umgebung wärmeisoliert ist (Kochkiste). Diese Zustandsänderungen schließen 
entsprechend 

8Q=0, adiabatisch (4) 
jede Wärmezufuhr oder -abfuhr aus. Bei Änderungen von p durch Auflegen ver- 
schiedener Gewichte ändert sich sowohl das Volumen V (p) als auch die Temperatur 
7(p). Sie werden als adiabatische Zustandsänderungen bezeichnet. 


Als Beispiel für ein System mit drei Freiheitsgraden betrachten wir wieder 
eine magnetisierte Substanz. Auch hier können Zustandsänderungen unter einer 
der Nebenbedingungen (1) bis (4) durchgeführt werden. Daneben ist aber noch 
zu unterscheiden, wie sich / und M bei dieser Zustandsänderung verhalten sollen. 
Wenn sich z. B. r ändert, ist es wegen des Zusammenhanges M(h, T) unmöglich, 
gleichzeitig beide Größen konstant zu halten. Mögliche Nebenbedingungen bei 
Zustandsänderungen sind daher 


öh=0 oder $M=0, (5) 


je nach der experimentellen Anordnung. Diese Ausführungen gelten sinngemäß 
und in entsprechend erweiterter Form für auch jedes andere System mit mehr als 
zwei Freiheitsgraden. 


Übungsaufgaben 


13.1. Zwei zusammengesetzte Halbkugeln (Radius 0,5 m) werden auf p, = 10° N/m? aus- 
gepumpt (7, = 20 °C, äußerer Luftdruck p, = 10° N/m?). a) Mindestgewicht G, um die 
Halbkugeln zu trennen? b) Temperaturerhöhung bei Gewicht @, = 6 : 10° N, damit die 
untere Halbkugel abfällt? Für Luft gilt (131.3). 

13.2. Ein Kolben (V = 10°? m?) wird bei 7, = 293 °K, p, = 10° N/m? mit Luft gefüllt und ge- 
wogen: M =2,010 kg. Anschließend wird er mit einem unbekannten Gas von 7, = 280 °K 
bei p, gefüllt, verschlossen, auf 7, erwärmt und wieder gewogen (M’ = 2,005 kg). 
Überdruck am Kolben? Molekulargewicht des Gases? Für Luft und Gas gilt (131.3). 


13.3. Für das van-DER-Waarssche Gas (132.2) ist die Kurve p = p(v) zu bestimmen, die 
den instabilen Bereich mit (9p2/9v)r > 0 umschließt. j 
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13.4. VAN-DER-Waaussches Gas (132.2); durch welche Formeln wird die Grenzkurve des 
Zweiphasenbereiches (gestrichelte Kurve von Abb. 132.3) bestimmt? 


13.5. Auf dem Kreis x? + y? = R? ist die Funktion f(x, y) = x? + y? vorgegeben. Beim Über- 
gang x > x + öx auf dem Kreis ändert sich f um öf = Aöx + B(6x)? (höhere Ordnungen 
in öx vernachlässigen). Wie groß sind A(xz) und B(x)? 


14  Gaskinetische Grundbegriffe 


Zusammenfassung: Ein Gas besteht aus sehr vielen kleinen Teilchen (Molekülen), 
die den Gesetzen der Mechanik gehorchen. Der von ihnen auf die Wand ausgeübte Druck 
ist p = w02/3. Der Vergleich mit der Zustandsgleichung p = ur? liefert m,yv?/2 = 3kr/2 
für den Zusammenhang zwischen Temperatur und mittlerer kinetischer Energie. k = rm, 
ist die BoLtzmannsche Konstante (Gaskonstante pro Molekül). Die Energie des Gases ist 
E = {Rr/2. Wärme ist Energie. Daher liefert E auch Aufschluß über die spezifische Wärme. 
— Eine Analyse des Wahrscheinlichkeitsbegriffs liefert für die kombinierten Wahrscheinlich- 
keiten zweier Ereignisse w, + w, oder w,w,, je nachdem ob es sich um zwei sich ausschließende 
Ereignisse handelt, die wahlweise eintreten sollen, oder um zwei statistisch unabhängige Er- 
eignisse, die beide eintreten sollen. — Die Wahrscheinlichkeitsverteilung w(v) do eines 
Gases im thermodynamischen Gleichgewicht läßt sich durch die Forderungen nach Isotropie 
und statistischer Unabhängigkeit der Geschwindigkeitskomponenten bestimmen. Das 
Ergebnis ist die Maxwerısche Geschwindigkeitsverteilung. Die mittlere freie Weglänge } 
eines Moleküls im Gas wird durch den Wirkungsquerschnitt o über 1 = 1/NXo bestimmt. Ihre 
Messung ermöglicht die Bestimmung der Loschmiprzahl L. I spielt eine entscheidende Rolle 
bei Transportphänomenen, in denen Energie bzw. Impuls transportiert und dadurch Tempera- 
turleitung bzw. innere Reibung eines Gases hervorgerufen werden, Die Temperaturabhängig- 
keit des Reibungskoeffizienten 7 wird auch durch die zwischen den Molekülen vorhandenen 
VAN-DER-WAALSsschen Anziehungskräfte beeinflußt. 


141 Zustandsgleichung und Temperatur 


Ihre tiefere physikalische Begründung finden die Begriffe Temperatur und 
Wärme durch die atomare Beschreibung thermodynamischer Systeme und deren 
statistische Betrachtung. Diese Aufgabe wird erst in [4] systematisch durch- 
geführt. Das Ziel der ersten drei Teile dagegen besteht im konsequenten Aufbau 
der rein phänomenologischen Thermodynamik ohne direkten Bezug auf ihre 
atomar-statistische Begründung. Trotzdem erscheint es bereits jetzt zweckmäßig, 
in provisorischer Form eine solche atomistische Deutung von Temperatur und 
Wärme zu geben, um das Vorstellungsvermögen von den thermodynamischen 
Erscheinungen und insbesondere von den Begriffen Temperatur und Wärme 
entscheidend zu fördern. Die Überlegungen werden auf das einfachste denkmög- 
liche thermodynamische System angewandt, das ideale Gas. 


Wir denken uns ein Gas aus sehr vielen Teilchen, einatomigen Molekülen, zu- 
sammengesetzt, die ohne Wechselwirkung untereinander das Volumen V durch- 
eilen und beim Aufprall auf die Gefäßwände Kräfte ausüben. Der beim Aufprall 
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im Zeitmittel erzeugte Druck wird durch 
K 1 6P 
P-SFFE () 
als Kraft K auf eine Fläche F betrachtet. 6 ist der durch die Teilchen in einem 
Zeitintervall ö£ auf die Fläche F übertragene Impuls. Diese Situation ist in 
Abb. 141 für Teilchen gleicher Geschwindigkeit v dargestellt. Den Stoßgesetzen 
[T 334] entsprechend geht v, beim Aufprall in —v, über, während v, und v, 
ihre Werte beibehalten. Der durch ein Teilchen beim Stoß übertragene Impuls 
ist somit 2m,v,. Für den in der Zeit öt auf 
die Fläche F übertragenen Gesamtimpuls gilt 


öP = 2myu,öN (2) 


mit öN als Zahl derjenigen Teilchen, welche 
in der Zeit öf nach F gelangen und dort 
stoßen. öN ist daher gleich der Teilchenzahl 
in demjenigen Volumen links von F, dessen 
hintere Begrenzung durch die Bedingung 
gegeben ist, daß ein dort befindliches Teil- 
chen während dt gerade noch bis nach F 
heranrückt. Es muß sich im Abstand v,„öt 
links von F befinden. Somit wird 68N = 
= AN Fv„öt. Hier ist Fv,öt das Volumen 
links von F und d.\ die Zahl derjenigen 


Abb. 141. ; : 
Von den Teilchen auf die Wand über- Teilchen pro Volumeneinheit, welche sich 
tragener Impuls erzeugt Druck p ‚ mit einer Geschwindigkeit v im Geschwin- 
digkeitsintervall db bewegen. Somit wird 
8 N =dNFv,öt aN=f(v)dv dp=dv,dv,dv,, (3) 


mit einer Verteilungsfunktion {(v), der Teilchenzahl pro Orts- und „Geschwindig- 
keitsvolumen“. 


Aus (1), (2) und (3) entsteht durch Summation über alle Geschwindigkeiten 
v„>0 
"2 mau, 8N nn. en 

v= [= 2m, [ wie)dv m NG (4) 

für den Druck p. Die Integration kann nur über Teilchen mit v,> 0 erfolgen, 
da nur diese wirklich bei F ankommen und Impuls übertragen. Für die Vertei- 
lungsfunktion f(v) wird lediglich vorausgesetzt, daß sie isotrop ist und daher die 
Gleichungen 


PR Er 1 a 
4-40 6) 


erfüllt. Somit entsteht 
P= 4 Nm? (6) 
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für den Zusammenhang zwischen Druck p, Teilchendichte N und mittlerem Ge- 
schwindigkeitsquadrat »2. 
Mit der Gesamtteilchenzahl N lassen sich Molekülmasse m, und Teilchendichte N 


durch M N 
darstellen. Damit erhält (6) die Form 
_M®» Be? 8 
FTSE gt ” 


Zum Vergleich ist die phänomenologische Zustandsgleichung (131.3) hinzugefügt. 
Beide Gleichungen liefern für die mittlere kinetische Energie eines Moleküls 


__.r _ 8317 Joule 
grd 


= 1,380 . 10-2 a (10) 


die auf das Einzelmolekül bezogene universelle Gaskonstante eingeführt. Z ist 
die in [131] eingeführte Loscumiprzahl und n = Lkmol-! ist die Teilchen- 
zahl pro Mengeneinheit. Die Zustandsgleichung (6) bzw. (8) lautet mit der 


Größe k ee 
N 
p=Tkr=Nkr. (11) 
Die mittlere Geschwindigkeit 
= _1a k Ja VB 
im = Yo = 34 r=\3 Zr -Vorr - = (12) 


wird also durch r allein bestimmt. Für Luftmoleküle bei Zimmertemperatur gilt 
zum Beispiel 


= 502 ms-t. (13) 


3-8317.293 Joule 
Um 39 kg 


%m kann also ohne Kenntnis atomarer Größen bestimmt werden. 


142 Energie und Wärmekapazität 


Die Gesamtenergie des idealen, einatomigen Gases besteht aus der Summe der 
kinetischen Energien (141.9) der einzelnen Moleküle 


E=-Ni.= I Nkr= Rn. | m 
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Dies ist der Energievorrat des idealen Gases bei einer Temperatur 7. Bemerkens- 
wert an dieser Gleichung ist, daß E durch r allein bestimmt wird und vom Volu- 


men V unabhängig ist. 
Durch Wärmezufuhr nach (113.7) 
89 = Cyör (2) 
erhöht sich die Gastemperatur um ör, gleichzeitig aber wegen (1) auch die 


Energie um ‚ 
6B= 7 Rör. (3) 


Es muß daher zwischen zugeführter Wärme öQ und zugeführter Energie ö# der 


Zusammenhang 
öE=x8Q (4) 


bestehen, mit & als einer durch das Experiment zu bestimmenden Konstante. 


Durch Reibungsversuche, bei denen Energie in Wärme umgewandelt wird, 
läßt sich & bestimmen. Es ist 


& = 4185 Joule/kcal. (5) 


Wegen der Gleichwertigkeit von Wärme und Energie ist es zweckmäßig, beide in 
gleichen Einheiten zu messen, also x = 1 zu setzen. Aus (5) folgt dann die Be- 


ziehung 
lkeal = 4185 Joule, (6) 


das sogenannte mechanische Wärmeäquivalent. Die universelle Gaskonstante 


Joule kcal 
FEN kmolgrd La8T kmol grd m) 


kann so in beiden Maßeinheiten angegeben werden. 
Für die molare Wärmekapazität des einatomigen Gases folgt nach Vergleich 
von (2) und (3) und Division durch die Menge Z 


3 B kcal 
er er (8) 


Der Index v bedeutet, daß das Volumen bei der Wärmezufuhr konstant gehalten 
wurde. 


Bei mehratomigen Molekülen gilt (8) nicht mehr. An die Stelle von (141.9) 
tritt die allgemeinere Gleichung (451.6) 


= gr. (9) 


Danach ist die mittlere kinetische Energie irgendeines mechanischen Molekül- 
freiheitsgrades ‚i“, unabhängig von der speziellen mechanischen Bedeutung, 
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stets kr/2. Diese Beziehung wird im Rahmen der klassischen Statistik exakt 
bewiesen [451]. Die entsprechende Untersuchung in der Quantenstatistik führt 
jedoch zu Abweichungen bei tiefen Temperaturen, die von der Erfahrung bestätigt 
werden. Setzen wir die Gültigkeit von (9) voraus, so folgt 


4 er 
E=„Nkr=,Rr (10) 


für die Energie eines mehratomigen Gases. f ist die Zahl der mechanischen Frei- 
heitsgrade eines einzelnen Moleküls. 


Beobachtungen der Wärmekapazität liefern bei Zimmertemperatur die Werte 


Cv=-LR mit 1-3,5,6 0, fkealkmoltgrdt, | (1) 


je nachdem ob das Gas ein-, zwei- oder vielatomig ist. In diesem Temperatur- 
bereich also scheinen sich nur die drei Translations- und zwei oder drei Rotations- 
freiheitsgrade des Moleküls an der Gleichverteilung (9) zu beteiligen, nicht da- 
gegen die Vibrationsfreiheitsgrade, bei denen sich die gegenseitigen Abstände der 
Atome ändern. Diese letzteren Freiheitsgrade scheinen ‚eingefroren‘ zu sein, da 
sie erst bei höheren Temperaturen, im allgemeinen bei einigen tausend Grad, 
mit zum Gleichgewicht beitragen und die Wärmekapazität (11) entsprechend 
erköhen, siehe Abb. 225. 


Auch bei festen Körpern lassen sich allgemeine Aussagen über die Wärme- 
kapazität machen. Im Kristall des Festkörpers besitzt jedes Atom eine Ruhelage, 
in der seine potentielle Energie ein Minimum aufweist. Bei Abweichungen aus 
der Ruhelage in irgendeiner Richtung x treten rücktreibende Kräfte K= — mw?x 
auf. Das Atom führt daher im thermodynamischen Gleichgewicht kleine Schwan- 
kungen um die Gleichgewichtslage aus und besitzt nach den Gesetzen eines har- 
monischen Oszillators die mittlere Energie 

erh trererze. (12) 
Von der elementaren Behandlung des harmonischen Oszillators [T 142] wie auch 
von dem im nächsten Abschnitt abgeleiteten Virialsatz her ist bekannt, daß beim 
harmonischen Oszillator im Zeitmittel &xn = &pot ist. Daraus folgt 


E-2 =kr (13) 
für die mittlere Energie eines atomaren Freiheitsgrades im Kristall. Die Gesamt- 
energie aller Atome des Festkörpers ist daher 

E=3Nkr=3Rr. (14) 


Wegen der Gleichheit von kinetischer und potentieller Energie ist sie also bei 
gleicher Temperatur 7 doppelt so groß wie bei einem einatomigen idealen 


[143] 14 Gaskinetische Grundbegriffe 49 


Gas. Für die molare Wärmekapazität gilt 


kcal 
EN (15) 


das DuLonG-PETITsche Gesetz. 


Dieses Gesetz wird von der Erfahrung nur teilweise bestätigt. Abb. 142 zeigt 
den typischen Verlauf der Wärmekapazität 
eines Festkörpers. Bei hohen Temperaturen 
gilt (15). In der Umgebung einer für das 
betreffende Material charakteristischen Tem- 
peratur r, dagegen findet ein plötzliches 
Abfallen von c, nach niederen Tempe- 
raturen hin statt. Für sehr niedrige Tem- 
peraturen ist c,- 2? (DesyYzsche Theorie ee 
der spezifischen Wärme [Q 125]). Nachfolgend Zen pe 
sind einige Beispiele für 7, angegeben: 


Tr 


Material | Pb Fe | Diamant 


r.[K 88 2340 


Die Tabelle zeigt, daß 7, mit der Härte des Materials zunimmt. Ein quantitatives 
Maß für die Härte ist aber auch die in der rücktreibenden Kraft sowie in (12) 
auftretende Konstante w, die Kreisfrequenz der Atomschwingungen um die 
Ruhelage. Zwischen 7, und w besteht daher ein empirischer Zusammenhang, der 
pauschal durch kr, = ßw angegeben werden kann. Da kr, die Dimension einer 
Energie hat, besitzt 8 die Dimension einer Wirkung. Erfahrungsgemäß hat ß 
die Größenordnung der Pranokschen Konstanten h = 10-# Ws?. kr, = Bo 
liefert einen Anhaltspunkt dafür, bis zu welchen Temperaturen (von unten her) 
ein Freiheitsgrad eingefroren ist und nicht an dem durch (9) geforderten Gleich- 
gewicht teilnimmt. Genauere theoretische Aufschlüsse über diesen Vorgang des 
„Einfrierens von Freiheitsgraden‘‘ liefert erst die Quantentheorie. 


Bei Flüssigkeiten sind die Wärmekapazitäten im allgemeinen erheblich 
höher als bei Festkörpern. Als Beispiel sei das Wasser angeführt, das (nach 
Definition der kcal, siehe Text hinter (113.1)) den Wert 


c,(H,0) = mc, = 18 kcal/kmol grd (16) 
besitzt. Das Molekulargewicht des Wassers ist m = 18 kg/kmol. 


143 Virialsatz von CLAusıus 


Zwischen mittlerer kinetischer und mittlerer potentieller Energie eines Freiheits- 
grades, dessen Variable x im Zeitablauf ein beschränktes Gebiet durchläuft, 
besteht ein Zusammenhang, der als Virialsatz von CLausıus bezeichnet wird. 


4 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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Wir betrachten die Bewegung eines Teilchens mit der Masse m längs der x-Achse. 
Die kinetische Energie läßt sich dann mit der Produktregel für Differentiationen 
in 


m. m d , m. 
Sg glei - ) 


umformen. Im letzten Term dieser Gleichung wird die NEwTonsche Bewegungs- 


gleichung : 
m&=K = — 5 Epot (2) 


mit &pot als der potentiellen Energie berücksichtigt. 
Als Zeitmittel einer Funktion /(t) wird 


f-— [ar (3) 
0 


definiert. 7 ist das Zeitintervall, über das der Mittelwert gebildet wurde. Besitzt /, 
wie im ersten Term von (1), speziell die Form einer Zeitableitung dg/dt, so kann 
wegen 


BER ig E) 
dg 1 dg _1 _ Id) 90) 
dr T [ di di T [ dg = T (4) 
0 90) 
die Integration sofort durchgeführt werden. In der Grenze 7 — oo geht (4) in 
ae 
on 


sw) -90) _ 
er a (5) 


über, falls g(t) eine beschränkte Funktion ist. 


Nach (1) ist g durch x& zu ersetzen. Da die Bewegung als beschränkt voraus- 
gesetzt wurde, müssen x und & zu den Zeiten 7 und 0 endlich bleiben, so daß 
der Zeitmittelwert gemäß (5) verschwindet. Die Zeitmittelung von (1) ergibt dann 


x 9 
Ein = 95 Epot (6) 


für den Zusammenhang zwischen den zeitlichen Mittelwerten von kinetischer und 
potentieller Energie. 


Im Spezialfall 
Eck", (N 


wenn also die potentielle Energie durch einen einfachen Potenzansatz dargestellt 
werden kann, geht (6) in 


Fe Rn 
kin = 5 Epot (8) 
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über. Diese Gleichung enthält mit 

n=2: Ei Et (9) 
den in (142.12 und 13) betrachteten harmonischen Oszillator. Für ein Teilchen 
unter dem Einfluß der CovLoMmgschen Anziehungskraft gilt 


1— 1,ı— 
n=-—]: Erin = — Z &po= z|Eotl- (10) 


Hier ist die potentielle Energie negativ und ihrem Betrage nach doppelt so groß 
wie die kinetische. Mit 


N— 0: Epot = Ekin = 0 (11) 


enthält Gleichung (8) auch das Kastenpotential. Die Gleichung besagt, daß die 
mittlere potentielle Energie, wie zu erwarten, verschwindet. 


144  Wahrscheinlichkeit und mittlerer Meßwert 


Eine sorgfältigere Untersuchung der bereitsin [141] auftretenden Mittelwerte er- 
fordert eine genauere Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs. Zeichnen wir unter 
M insgesamt möglichen Ereignissen oder Objekten gleicher Art eine kleinere Zahl@ 
besonders aus, so wird 


w=—- 16h) 


als Wahrscheinlichkeit dafür definiert, daß bei wahllosem Herausgreifen irgend- 
eines Objekts gerade eines der ausgezeichneten, der ‚‚günstigen“, angetroffen wird. 
Beim praktischen Versuch greifen wir M’ Objekte heraus, unter denen sich @’ 
günstige befinden. Das Verhältnis G’/M’ unterliegt dem Zufall, nähert sich aber 
für große M’ bzw. bei vielfacher Wiederholung und anschließender Mittelwerts- 
bildung dem Wert w von (1). (Bei großen Zahlen werden die relativen Schwan- 
kungen klein, wie später in [414] bewiesen wird.) 


G und M werden in der Wahrscheinlichkeitstheorie auch als die Zahlen der 
günstigen und der möglichen Fälle bezeichnet. w ist das Verhältnis zwischen ihnen. 


Aus0s@=sM folgt 


für Wahrscheinlichkeiten aller Art. Die Grenzfälle w = 1 und w = 0 bedeuten 
Gewißheit und Unmöglichkeit. Als Beispiel betrachten wir hundert Autos, von 
denen dreißig rot, fünfzig blau und zwanzig weiß sind. Die zugehörigen Wahr- 
scheinlichkeiten dafür, bei wahllosem Herausgreifen ein rotes, ein blaues oder ein 
weißes Auto anzutreffen, sind 
30 50 20 
= 700 9 = 700 


4* 
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Diese einfachen Begriffsbildungen sollen nun zur Einführung kombinierter Wahr- 
scheinlichkeiten verwendet werden. 


Zunächst fragen wir nach der kombinierten Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein 
wahllos herausgegriffenes Auto unter den oben gemachten Voraussetzungen ent- 
weder rot oder blau sei. Diese Wahrscheinlichkeit ist 


80 
Up=-Wwtw= 70° (4) 
da sich unter den hundert Fällen achtzig günstige befinden. Diese Summations- 
regel für kombinierte Wahrscheinlichkeiten gilt allgemein für das wahlweise Ein- 
treten zweier Ereignisse r oder b (die Betonung liegt hier auf dem Wort oder!), 
die sich gegenseitig ausschließen. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein wahllos 


herausgegriffenes Auto entweder rot oder blau oder weiß ist, wird 
U utWwr U 1. (5) 


Hierüber herrscht also Gewißheit, da die drei angenommenen Fälle r, b und w 
gemeinsam alle Möglichkeiten erschöpfen. 


Hiervon sorgfältig zu unterscheiden sind Wahrscheinlichkeiten für mehrere 
Ereignisse, die voneinander unabhängig stattfinden. Als anschauliches Beispiel 
nehmen wir an, daß die oben betrachteten hundert Autos außer durch ihre Farbe 
noch durch ihre Größe charakterisiert werden. Unter 10 gleichfarbigen Autos sind 
jeweils 5 klein, 4 mittelgroß und 1 groß. Es handelt sich also hier bei Größe und 
Farbe um statistisch voneinander unabhängige Eigenschaften. Für die kombinierte 
Wahrscheinlichkeit, daß eins der Autos sowohl rot als auch groß sei, hat man 
zunächst unter den verfügbaren 100 Autos die 30 roten auszuwählen und dann 
noch die Chance von 10/100 zu berücksichtigen, daß eines von ihnen groß sei. 


Das Ergebnis ist 
10 30 
(6) 


” 100 100 ° 


gr = U Ug= 
also das Produkt der Wahrscheinlichkeiten. Bedingung für die Richtigkeit dieser 
Kombinationsregel ist aber die völlige statistische Unabhängigkeit der Wahr- 
scheinlichkeiten w, und w,. 


Als Gegenbeispiel werden Wahrscheinlichkeiten bei statistischer Abhängigkeit 
betrachtet. Wir nehmen in unserem Beispiel an, daß von den 100 Autos 30 schnell 
und 70 langsam seien. Die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten w, und w, schließen 
sich wieder gegenseitig aus. Es gilt für sie das im Zusammenhang mit (5) Gesagte. 
Als kombinierte Wahrscheinlichkeit wird w,, betrachtet, die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß eines der 100 Autos sowohl groß als auch schnell sei. Größe und Schnellig- 
keit eines Autos bedingen sich zwar nicht gegenseitig, im allgemeinen aber sind 
größere Autos schneller. Die Eigenschaften g und s hängen irgendwie miteinander 
zusammen, ihre Wahrscheinlichkeiten w, und w, sind nicht statistisch unabhängig. 
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Daher gilt auch die Produktregel (6) nicht, sondern vielmehr 


10 30 


700 10° M) 


U >uWw = 
Die Eigenschaften g und s sind „korreliert“. Es ist in Wirklichkeit viel wahr- 
scheinlicher, unter den zehn Autos eins anzutreffen, das sowohl groß als auch 
schnell ist, als die Produktregel (6) erwarten läßt. Dagegen ist es unwahrschein- 
licher, unter den zehn Autos eins anzutreffen, das sowohl klein als auch schnell 
ist. Die Eigenschaften k und s sind also auch zueinander korreliert, diesmal aber 
in einem sich ausschließenden Sinn. Hier gilt daher 

50 30 


Ws < U = Too ' 7100 (&) 


anstelle der Produktregel (6). 


Abschließend soll noch der statistische Mittelwert einer Meßgröße unter- 
sucht werden. (Dieser Ausdruck ist im allgemeinen wohlbekannt, weniger aber 
seine rein meßtechnische Bedeutung.) Wir nehmen an, daß irgendeine physi- 
kalische Größe a oftmals gemessen wird. Bei den verschiedenen Messungen 
i=1,2,3,..._M werden die Werte a, beobachtet. Sind die Beobachtungen a; 
voneinander verschieden, so bezeichnet man normalerweise den arithmetischen 


Mittelwert i 
= 234% (9) 


als mittleres Meßergebnis. Diese Formel ist auch richtig, wenn unter den gemes- 
senen Werten a, mehrere oder alle gleichgroß sind. Wird z.B. G;mal der Meß- 
wert a, beobachtet, so kann (9) auch in der Form 


a= a0], @r 34=M (10) 


geschrieben werden. Als Summanden treten jetzt nur noch solche Fälle i auf, 
die voneinander verschiedene Resultate a; liefern. Vom Standpunkt der Definition 
(1) enthält der Nenner von (9) bzw. (10), also M = 3@,;, die Gesamtzahl der 
Messungen, also wahrscheinlichkeitstheoretisch die Zahl der insgesamt möglichen 
Fälle. @, ist die Zahl der im Falle i „günstigen“ Fälle. In der Grenze sehr vieler 
Messungen M — oo stimmen die Verhältnisse @,/M mit den in (1) eingeführten 
Wahrscheinlichkeiten überein. Dann folgt aus (10) 


i=Yaw mit w=G/NGr. (11) 
D v 


Die Wahrscheinlichkeiten w; schließen sich im. Sinne von (4) insofern gegenseitig 
aus, als die Beobachtung eines Meßwertes a, die gleichzeitige Beobachtung eines 
anderen Meßwertes a, ausschließt. Sie erschöpfen im Rahmen der gemachten 
Messungen alle Möglichkeiten, so daß die Wahrscheinlichkeit, irgendeinen dieser 
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Meßwerte anzutreffen, 


Zw=l (12) 


ist. Hierüber herrscht also Gewißheit. Damit ist gezeigt, daß der statistische 
Mittelwert (11) irgendeiner Größe mit dem arithmetischen Mittel der Meßwerte 
übereinstimmt. 


145 Geschwindigkeitsverteilung im Gas 


In (141.3) wurde die Teilchendichte 
N=[dN=[dvf(o) (a) 


als die Zahl der pro Volumeneinheit vorhandenen Moleküle eingeführt und nach 
den verschiedenen Geschwindigkeiten v unterteilt. f(v)d»p bedeutet die Zahl der- 
jenigen pro Volumeneinheit vorhandenen Moleküle, welche Geschwindigkeiten 
im Intervall dv um » besitzen. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß irgendein 
herausgegriffenes Teilchen gerade eine Geschwindigkeit im Intervall d® besitzt, 
ist daher der Definition (144.1) entsprechend 

G /(o)dv 


w(v)do = er (2) 


Die Zahl @ der ‚günstigen‘ Fälle ist hier sinngemäß gleich der Teilchenzahl im 
Intervall dv, während die Zahl M der ‚möglichen‘ Fälle die Gesamtzahl der 
Teilchen mit irgendwelchen Geschwindigkeiten bedeutet (in beiden Fällen: pro 
Volumeneinheit). Daß diese Wahrscheinlichkeit proportional zur Größe des be- 
trachteten Geschwindigkeitsvolumens dv ist, wird auf der linken Seite von (2) 
durch den Ansatz bereits berücksichtigt. Die hier auftretende Größe w(v) be- 
sitzt daher die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdichte im Geschwindigkeits- 
raum. 


Die Wahrscheinlichkeiten (2) für verschiedene Geschwindigkeiten v entsprechen 
im Sinne von (144.4) solchen, die sich gegenseitig ausschließen, da ein Teilchen 
nur die eine oder die andere Geschwindigkeit » besitzen kann. Sie erschöpfen 
andererseits für die Gesamtheit aller Geschwindigkeiten v alle „möglichen“ 
Fälle, so daß bei Summation (hier Integration) über die Geschwindigkeiten ent- 
sprechend (144.12) 


[dv wo) =1 (3) 
gelten muß, wie auch aus (1) und (2) zu folgern ist. Diese Gleichung sagt nichts 


anderes aus, als daß ein beliebig herausgegriffenes Teilchen mit Gewißheit irgend- 
eine Geschwindigkeit besitzen muß. (3) wird als Normierungsbedingung bezeichnet. 
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Der in (141.5 bis 9) auftretende Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrats ist 
durch 


= [dnw(o)v? (4) 


mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung w(v) verknüpft. Sicherlich ist die in (141.9) 
auftretende Temperatur 7 keine Eigenschaft des Einzelmoleküls oder seiner Ge- 
schwindigkeit. Sie ist aber eine Eigenschaft der gerade herrschenden Geschwindig- 
keitsverteilung w(v), so daß die in (141.9) enthaltene Beziehung 

W— SET (5) 
zusammen mit (4) eine weitere Forderung an die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
w(b) im thermodynamischen Gleichgewicht darstellt. 


Die in (2) eingeführte Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eines Gases soll 
nun unter der Voraussetzung berechnet werden, daß sich das Gas im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht befindet. w(v) muß dabei die beiden in (3) bis (5) 
enthaltenen Normierungsbedingungen erfüllen. Diese Angaben reichen natürlich 
keinesfalls zur Berechnung von w(v) aus, da beliebig viele voneinander verschie- 
dene Funktionen w(b) mit diesen Eigenschaften denkmöglich sind. Zur Berech- 
nung von w(b) müssen daher noch die besonderen Eigenschaften der Verteilung 
im thermodynamischen Gleichgewichtszustand herangezogen werden. Als End- 
zustand des Gases nach beliebiger Vorgeschichte besitzt dieser insofern die geringste 
Willkür hinsichtlich der Orts- und Geschwindigkeitsverteilung, als Ungleich- 
mäßigkeiten aller Art sich nach hinreichend langer Zeit ausgeglichen haben. 
Im Ortsraum sind die Teilchen gleichmäßig verteilt. Hinsichtlich ihrer Geschwin- 
digkeit kann erwartet werden, daß keine Raumrichtung durch die Verteilungs- 
funktion w(b) besonders ausgezeichnet ist und weiter, daß ein Teilchen mit dem 
zufälligen Geschwindigkeitswert v, in x-Richtung unabhängig davon in den 
übrigen Richtungen noch beliebiger Zahlenwerte für die Geschwindigkeits- 
komponenten v, und v, fähig ist. Diese beiden Bedingungen werden als Isotropie 
der Geschwindigkeitsverteilung und statistische Unabhängigkeit der Geschwindig- 
keitskomponenten bezeichnet. Siereichen aus, um zusammen mit den Normierungs- 
bedingungen (3) bis (5) die gesuchte Verteilungsfunktion vollständig zu bestimmen. 


Ausführlicher dargestellt lautet (2) 
vwp)do=w(v,, v,,v,)dv,do,de,. (6) 
Statistische Unabhängigkeit bedeutet, daß zwischen den Komponenten v,, v, 


und v, eines Moleküls keine Korrelation besteht. Im Sinne der Ausführungen zu 
(144.6 bis 8) darf für diese Verteilung ein Produktansatz 


w(v)dn = Riw,)dv,S(,)dv,T (v,) dv, (7) 


gemacht werden, dessen Faktoren jeweils nur noch von v,, v, und v, allein ab- 
hängen. 
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Die Isotropiebedingung besagt, daß die Wahrscheinlichkeitsverteilung w(v) 
keine Richtung besonders auszeichnet. Dies hat einerseits zur Folge, daß w(b) 


entsprechend 
w(b) = 9 (0?) (8) 


durch eine Funktion g eines einzigen Arguments v? darstellbar sein muß. Anderer- 
seits müssen die Funktionen AR, S, und T alle gleich sein. Sie werden mit A be- 
zeichnet. Somit muß 


w(v) = k(v2) h(vy)h(v) (9) 


gelten. Da nämlich zwischen der positiven und negativen x-Richtung (ent- 
sprechend y und z) kein Unterschied in der Verteilung herrschen darf, hängt h 
nur von den Beträgen der Komponenten ab. 


Auf Grund von (8) und (9) muß zwischen den Funktionen g und A die Funktional- 
gleichung 
9 +9, +9) = h(vi) h(uy) h(uz) (10) 
für alle Werte der Variabeln vZ, v} und v? erfüllt werden. Für v2 = v2 lautet (10) 
mit der Abkürzung h(0) = h, 
9) = h(w)hr. 11) 


Die Funktionen g und Rh unterscheiden sich also nur um einen konstanten Faktor hd. 
Mit 09? =», + v} geht (10) in 


ga +Y)=hli)hlv)ho (12) 
über, woraus bei Berücksichtigung von (11) die bekannte Funktionalgleichung 
92 +9) = hy°9 (2) 9 (ey) (13) 


für Exponentialfunktionen entsteht. Ihre einzige Lösung ist 


| 1) = 900) = xe-Pr (14) 


mit beliebigen Werten « und ß. (Die Konstante x hängt von der ebenfalls un- 
bekannten Größe h, ab.) Andererseits werden & und ß durch die beiden Normie- 
rungsbedingungen (3) und (4) bestimmt. 

Für die Auswertung der Normierungsbedingungen wird das bereits von (126.18) 
her bekannte Integral 


| dvef” — VE (15) 


benötigt. Beim Einsetzen von (14) in (3) und (4) fällt zunächst auf, daß der 
Integrand nur von v?—=v? abhängt. Daher kann die Integration über das Ge- 
schwindigkeitsvolumen in Kugelschalen dv =4rv?dv durchgeführt werden. 
In (3) und (4) entstehen dann Integrale, die sich von (15) nur noch durch das 
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Auftreten von Faktoren v? und v* im Integranden unterscheiden. Beim Differen- 
zieren von (15) nach ß aber entsteht 


x 


9 
u - Bo: _ 2 Bu 
dB Jan j* dve B (16) 


bei zweifachem Differenzieren also ein entsprechender Ausdruck mit v? statt v?. 
Damit reichen diese Formeln aus, um die beim Einsetzen von (14) in (3) und (4) 
entstehenden Integrale auszuwerten. Sie liefern die Bedingungen 


& -(&)" B= un. (17) 


Tr 


Die erste von ihnen folgt aus der Normierungsbedingung (3), die zweite bei 
Berücksichtigung von (4) und (5). 


Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird so 


= Mo \ - m vj2kr 
w(o)do = (sr) dv (18) 
Sie kann auch dargestellt werden durch 
v+dv 
(19) 


Wod= | dvw() = wi) Arv*dv 


mit einer Funktion W(v), die zusammen mit dv die Wahrscheinlichkeit dafür 
angibt, irgendein Molekül mit einer Geschwindigkeit v anzutreffen, deren Betrag 
im Intervall zwischen v und v + dv, also irgendwo in der Kugelschale, liegt. Sie ist 
in Abb. 145 dargestellt und unterscheidet 
sich von w(v) um den Faktor 4x v. 


Wo) 


Abschließend sollen verschiedene sta- 
tistische Mittelwerte betrachtet werden, 
die mit der Geschwindigkeit zusammen- 
härgen. Sie sind als statistische Mittel- 

„ werte alle sinngemäß durch (144.11) de- 
finiert. Zunächst betrachten wir die 
mittlere Geschwindigkeit 


Abb. 145. Wahrscheinlichkeitsverteilung 
W(v); für kleine v überwiegt der Faktor 
4r v?, für große v die Exponentialfunktion = j: dvo()p=0 (20) 


selbst. Sie verschwindet aus Symmetriegründen, da im statistischen Gleichgewicht 
stets gleichviel Teilchen nach rechts und nach links fliegen. Das mittlere Ge- 
schwindigkeitsquadrat dagegen kann als positiv definite Größe nicht verschwin- 


den, sondern liefert : 
v = [av won? - nn, (21) 


Mg 
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Dieser Audruck ist bereits durch (4) und (5) gegeben. Daneben läßt sich noch der 
Mittelwert vom Betrag der Geschwindigkeit |v| bilden. Er liefert mit (18) zunächst 


PI=fanwo)e = 4r [wau(z, ) "ermeiskr = 9 (&) "franteron 
ö 0 


re en 


(22) 


und endgültig 
4 2kr 


(23) 


Schließlich kann man noch nach der EN Geschwindigkeit »,, 
fragen. Das ist diejenige Geschwindigkeit, für deren Betrag die Wahrscheinlich- 
keitsverteilung W (v) ein Maximum besitzt. Sie berechnet sich aus der Bedingung 


are (Een) = 4n(£ % 2er 2B)er". (24) 


5m: 


Der Vergleich von (21), (23) und (25) zeigt 


<o<jr. | (26) 


Als Resultat entsteht 


146 Mittlere freie Weglänge 


In Abb. 146 wird ein beliebig aus dem Gas herausgegriffenes Teilchen betrachtet, 
das sich längs der x-Achse oder irgendwo parallel dazu durch das Gas bewegt. 
Es soll untersucht werden, wie weit ein solches Teilchen im Mittel läuft, ohne 
mit einem anderen zusammenzustoßen. Diese Strecke wird als mittlere freie 
Weglänge bezeichnet. 


Zunächst betrachten wir in Abb. 146 den Fall, daß das Teilchen bereits 
von der Stellex = 0 ohne Stoß bis zur Stelle x gelangt ist und fragen nach 
der Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Stoß im 
nächsten Intervall d& stattfindet. Diese Wahr- 
scheinlichkeit wird als dw(x) bezeichnet. Sie 
wird entsprechend (144.1) als das Verhältnis 
der „günstigen“ zu den „möglichen“ Fällen 
definiert. Wir betrachten eine Fläche F, die so 
groß ist, daß das Teilchen mit Sicherheit diese 
Fläche durchstößt. Alle Punkte dieser Fläche 

Abb. 146. Zur Berechnung sind die möglichen Fälle. Die in dem Volumen 
der mittleren freien Weglänge Fdx befindlichen Teilchen bilden, von links her 
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betrachtet, geometrische Hindernisse. Jedes dieser Hindernisse wird durch die zu- 
gehörige Hindernisfläche o, den sogenannten Wirkungsquerschnitt, charakterisiert. 
Der geometrische Wirkungsquerschnitt ist o = n(2r)?. Der Faktor 2 rührt daher, 
daß das von links eintreffende Teilchen ebenfalls den Radius r besitzt, so daß bereits 
im Abstand 2r der Mittelpunkte ein Stoß stattfindet. Die Zahl der „günstigen“ 
Fälle besteht hier also aus allen Punkten der gesamten Hindernisfläche, die 
sich wiederum aus den Wirkungsquerschnitten o aller im Volumen Fdx befind- 
lichen Teilchen zusammensetzt. Ihre Zahl ist N Fdx mit N als der molekularen 
Teilchendichte. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit für einen Stoß im Intervall dx 
von Abb. 146 ist daher 


0) 


Dieser Ausdruck ist nur dann richtig, wenn das betrachtete Intervall dx so klein 
gewählt wird, daß sich zwei Hindernismoleküle praktisch nie überdecken. Die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß in diesem Intervall kein Stoß stattfindet, ist 1— dw, 
weil sie sich mit dw zu 1, also Gewißheit, ergänzen muß, da eine dritte Möglich- 
keit nicht besteht. 

Nunmehr soll dS$(x) als Wahrscheinlichkeit dafür berechnet werden, daß ein 
bei x = 0 loslaufendes Teilchen ohne Stoß bis zur Stelle x gelangt, aber im nächsten 
Intervall zwischen x und x-+dx einen Stoß macht. Zu diesem Zweck unter- 
teilen wir die gesamte Strecke von 0 bis z in n gleichgroße Intervalle der Breite d«. 
Damit das durch dS(x) definierte Ereignis stattfindet, darf im ersten Intervall 
kein Stoß stattgefunden haben. Die Wahrscheinlichkeit hierfür ist 1 — dw. Auch 
im zweiten Intervall darf kein Stoß stattgefunden haben, die Wahrscheinlichkeit 
ist wieder 1— dw. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß weder im ersten noch im 
zweiten Intervall ein Stoß stattgefunden hat, ist entsprechend (144.6) (1 — dw)2. 
Damit also das durch dS(x) betrachtete Ereignis stattfindet, darf sowohl im 
ersten, als auch im zweiten, ..., als auch im n-ten Intervall kein Stoß statt- 
finden. Anschließend soll aber ein Stoß mit der Wahrscheinlichkeit dw statt- 
finden. Hieraus folgt 

dS(a) = (1 —- dw)"dw (2) 
für die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Da dw infinitesimal klein ist und ndx = x 
gilt, kann dieser Ausdruck ohne Fehler in 


dS (2) = (erde dw=er Nr Node (8) 
umgeformt werden. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein bei = 0 loslaufendes 
Teilchen zwischen 0 und oo irgendwo einen Stoß macht, setzt sich aus den Wahr- 
scheinlichkeiten (3) additiv zusammen: 


fas- [arNoeNr<1. (4) 
ö ö 


Hierüber herrscht also wieder Gewißheit. 
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Aus der in (3) berechneten Wahrscheinlichkeit soll jetzt die mittlere freie Weg- 
länge 7= £ berechnet werden. & ist der arithmetische Mittelwert der bei sehr 
vielen Messungen beobachteten freien Weglängen und somit entsprechend (144.10) 
durch N 

ur (5) 


definiert. Als verschiedene Fälle : müssen hier Stöße in den verschiedenen Inter- 
vallen dx betrachtet werden. x; ist die von 0 bis x zurückgelegte Strecke und w, 
die zugehörige Wahrscheinlichkeit dafür, daß zwischen x und x +dx ein Stoß 
stattfindet (und nicht vorher). Die Summation über die verschiedenen Fälle ;, 
hier also die verschiedenen Orte x, liefert mit (3) für w; die mittlere freie Weglänge 


I1=2= [2dS(@) = [ zd2Nae ter 
d 
(6) 


-No(- Jüre rer. No (- 


355) Sa)’ 


so daß endgültig der Ausdruck 


entsteht. Die Weglänge ! wird um so größer, je geringer die Dichte N ist und je 
kleiner die Teilchen als geometrische Hindernisse o sind. Mit (7) erhält (3) die 


einfache Form 
[as@) - Fe al, | (8) 


Die experimentelle Bestimmung der mittleren freien Weglänge ist deshalb 
von großer Bedeutung, weil sie die Möglichkeit bietet, die Loscammrsche Zahl Z 
experimentell zu bestimmen. Betrachten wir nämlich 1 kmol einer Substanz im 
flüssigen Zustand, so ist deren Volumen größenordnungsmäßig Vs Lv, » Lr®. 
v, ist das Volumen eines einzelnen molekularen Teilchens und r dessen Radius. 
Die Bestimmung von / aber liefert, wie (7) zeigt, eine Aussage über das Produkt 
Lo» Lr?. Die Messung von V und I ermöglicht also, Z und r einzeln zu be- 
stimmen. Der (auf andere Weise bestimmte) zur Zeit genaueste Wert für die 
Loscumiprtsche Zahl ist Z = 6,025 : 102%. Auf welche Weise die freie Weglänge I 
durch Messungen direkt oder indirekt bestimmt werden kann, wird im nächsten 
Abschnitt untersucht. 


147 'Transportphänomene 


Wir betrachten in Abb. 147.1 ein Gas, das sich nahezu im thermodynamischen 
Gleichgewicht befindet, dessen linke und rechte Wand jedoch auf verschiedenen 
Temperaturen 7, >, gehalten werden, so daß im Gas ein leichtes Temperatur- 


[147] 14 Gaskinetische Grundbegriffe 61 


gefälle entsteht. Die Flächen konstanter Temperatur sind Ebenen x = konst. 
Durch das Flächenstück F einer solchen Ebene fliegen in statistischer Verteilung 
Teilchen hindurch, und zwar im Zeitmittel gleichviel von beiden Seiten. Daß 
die Temperatur 7(x) hier ortsabhängig ist, bedeutet gleichzeitig, daß die mittlere 
kinetische Energie eines einzelnen molekularen 
Teilchens 


Tr Ir 


&(x) = a7 (x) 8 mgCyT (&) () 


ebenfalls vom Ort abhängt. Sie wurde in [142] 
betrachtet. f ist die Zahl der angeregten Frei- 
heitsgrade des Moleküls, c, die spezifische 
Abb. 147.1. Zum Energietransport Wärme (Wärmekapazität pro Masseneinheit) 
im Temperaturgefälle (7, > 7,) und m, die Masse des einzelnen molekularen 
Teilchens. Es wird einfachheitshalber ange- 
nommen, daß die spezifische Wärme (nahezu) konstant sei. Infolge des Tempe- 
raturgefälles sind die von links bei F eintreffenden 'Teilchen ‚heißer‘ als die von 
rechts kommenden. Sie transportieren entsprechend (1) mehr Energie durch die 
Fläche, so daß ein Energiestrom nach rechts stattfindet. 


Allgemein ist die Energiestromdiehte durch die Fläche F von Abb. 147.1 durch 


di € Teilchenzahl edN Fov,öt 2) 
I=—Flache-Zit Fit ( 


definiert. Sie ist gleich der zu transportierenden Eigenschaft, hier der kinetischen 
Energie &, multipliziert mit der Teilchenzahl, die in der Zeit öt durch die Fläche 
hindurchtritt, bezogen auf die durchströmte Fläche F und das Zeitintervall öt. 
Zunächst werden nur die Teilchen im Geschwindigkeitsintervall dv betrachtet. 
Ihre Dichte ist nach (141.3) AN = dvf(v). Damit sie innerhalb der Zeit öf durch 
die Fläche F hindurchtreten, müssen sie sich (wie früher in Abb. 141) in einem 
Volumen Fv,öt links bzw. rechts neben der Fläche F befinden (für v,> 0 bzw. 
v„<0). Diese Teilchenzahl ist AN Fv,öt. Bildet man aus (2) zunächst formal die 
Gesamtstromdichte, so entsteht 


j= [Aufw) ve), (3) 


wenn für e der Mittelwert am Ort x der Fläche F eingesetzt wird. 


Bei isotroper Gesehwindigkeitsverteilung würde dieser Ausdruck verschwinden. 
Da gleichviel Teilchen nach beiden Seiten fliegen, würden sich die Beiträge mit 
v„>0 und v,„<0 also kompensieren. Wegen des Temperaturgefälles aber kann 
/(v) nicht mehr mit der in [145] berechneten isotropen Verteilung, die hier mit 
/o(%) bezeichnet werden soll, übereinstimmen. Bei kleinem Temperaturgefälle 
jedoch führt ein Ansatz /(v) = f,(b) + fi (v) mit f, < f, prinzipiell zur Berechnung 
von j. Dieser Weg wird hier jedoch nicht weiter beschritten, sondern durch eine 
einfache Abschätzung ersetzt: Wir erhalten den Energiestrom näherungsweise 
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bei bloßer Berücksichtigung der schon erwähnten Ortsabhängigkeit der zu trans- 
portierenden Energie &. Ein an der Fläche F bei x mit der Geschwindigkeit v an- 
kommendes Teilchen hat im Mittel die freie Weglänge / seit seinem letzten Stoß 
bei x’ zurückgelegt und die dort erhaltene mittlere Energie &(x’) nach xtransportiert. 
Die hierzu erforderliche Laufzeit war = !/v, woraus ! = 2 —- m, =x — Iv,!v 
folgt. Eine verbesserte Abschätzung des Energiestroms erhalten wir daher mit 
E(x') statt e(x) in (3): 


| je» [An fo@)%,E(& 2,7) v=ip.| (4) 


Bei kleinem Temperaturgefälle ändert sich e nur langsam mit x und kann daher 
SER de, 1 92: 

&(@ yr) 8ER) -uT7, +5 (v,7T)? 32 (5) 
ersetzt werden. Beim Einsetzen in (4) verschwinden das erste und das dritte Glied 


aus Symmetriegründen, wie bereits bei (3) besprochen wurde. 
Das übrigbleibende Glied liefert 


} ß) vo 
j=-[AuhWeir = - N (6) 
für die Energiestromdichte. Beim Einsetzen von (1) entsteht 
j=-A22 mit IN m=utc, (7) 


in Übereinstimmung mit der phänomenologischen Formel (121.6) für die Wärme- 
stromdichte. A ist der Wärmeleitfähigkeitskoeffizient, u = Nm, die Dichte des 
Gases, ! die mittlere freie Weglänge und v der Mittelwert ö der Geschwindigkeit. 


pi Die in (6) gefundene Stromdichte gilt nicht nur 

für die transportierte Energie, sondern auch für 

Yin den Transport anderer physikalischer Eigenschaften. 

In Abb. 147.2 ist eine Strömung in y-Richtung 

| dargestellt, bei der alle Teilchen einen zusätzlichen 

! Impuls myv,(x) besitzen. Durch die statistische 

Bewegung der Teilchen findet ein Impulsaustausch 

* statt, der sich als innere Reibung bemerkbar 

macht. Zu ihrer Abschätzung wird e in (6) durch 

Abb. 147.2. Zum Impuls- die hier transportierte Größe m,v,(z), die y-Kom- 

transport innerhalb einer in ponente des Teilchenimpulses in der Strömung, 

y-Biohtung eng Sub- orsetzt. Die zugehörige Impulsstromdichte wird 
dann 


(8) 
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n wird als Koeffizient der inneren Reibung bezeichnet. Der Vergleich von (7) 
und (8) zeigt den einfachen Zusammenhang 


= N% (9) 


zwischen Wärmeleitfähigkeit A, Reibungskoeffizient 7 und spezifischer Wärme- 
kapazität c,. Die nachstehende Tabelle enthält experimentell gemessene Werte 
von n, c, und A. In der vierten Spalte steht das Verhältnis dieser Größen, das 
nach (9) den Zahlenwert 1 liefern sollte. Es zeigen sich jedoch systematische 
Abweichungen, hervorgerufen durch die nur näherungsweise Behandlung des 
Problems in (4) bis (6). Untereinander weichen die Werte jedoch wenig ab, trotz der 
sehr verschiedenen sonstigen Eigenschaften der betrachteten Substanzen. 


Tabelle 147. Transportgrößen einiger Gase 


Ale,n 


N 


/ kg r kcal | keal 
| ms ’/ kggrd as 


Luft 17,96 - 10° 0,1709 4,83 - 10° 1,58 
H, 8,85 - 10-® 2,427 31,9 - 10$ 1,48 


[6/07 13,9 - 10% 0,1466 3,09 - 107€ 1,52 


Wie Gleichung (8) zeigt, gibt der Reibungskoeffizeient n unmittelbar Auf- 
schluß über die freie Weglänge ! des betrachteten Gases. Die Dichte u ist einfachen 
Messungen zugänglich, und auch die mittlere Geschwindigkeit ist wegen (141.12) 
eine makroskopische Größe. Die innere Reibung n) eines Gases läßt also über / 
die Bestimmung der Loscnmiprzahl Z zu. 


148* Geschwindigkeitsabhängigkeit des Wirkungsquerschnitts 


Experimente zeigen eine Temperaturabhängigkeit der inneren Reibung von der 
Art 
_ BYr 

Frek () 
4 


Der Zähler dieses Bruchs läßt sich wegen v— Yr mit (147.8) verstehen. Die r-Ab- 
hängigkeit im Nenner dagegen bedarf einer besonderen Begründung. Sie wird 
dadurch hervorgerufen, daß die Teilchen van-DER-Waarssche Anziehungskräfte 
aufeinander ausüben, die je nach ihrer Geschwindigkeit verschieden stark zur Wir- 
kung kommen. In Abb. 148 werden ein ruhendes und ein von links einlaufendes 
Teilchen betrachtet. Infolge der Anziehungskraft bewegt sich das letztere auf einer 
hyperbelähnlichen Bahn am ruhenden Teilchen vorbei. Die Geschwindigkeit an 
der Stelle des geringsten Abstandes sei v,. Der Wirkungsquerschnitt o = nd? mit 
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d=2r als dem Teilchendurchmesser gilt für den direkten Stoß zweier Teilchen. 
Wegen der Anziehung wird das einlaufende Teilchen auch noch bei größeren Ab- 
ständen b > d so geführt, daß ein direkter Stoß zustandekommt. Der Wirkungs- 
querschnitt ist genau o = rb?, wenn b in Abb. 148 so gewählt wird, daß gerade 
noch eine Berührung der Teilchen stattfindet. 


Zur Berechnung von 6 ist die Bestimmung der Bahn nicht erforderlich, es ge- 
nügen vielmehr die Erhaltungssätze von Drehimpuls und Energie. Der Vergleich 
der Drehimpulse in größter und in klein- 
ster Entfernung der Moleküle vonein- 
ander liefert den Zusammenhang 


bvo=dv (2) 


zwischen den Geschwindigkeiten v. 
und, v, von Abb. 148. Der Energiesatz 


m m 

ragt ABpo 3) 
Abb. 148. Wirkung der Anziehungskraft en ( 
eines ruhenden auf ein vorbeifliegendes pot < 


Teilchen. Der ‚Stoßparameter“ b ist so .. i & 
gewählt, daß gerade noch ein direkter Stoß liefert einen weiteren Zusammenhang. 
stattfinden kann AE_,;, bedeutet die Differenz der poten- 
pot pP 


tiellen Energien zwischen großer Ent- 
fernung und größter Annäherung. Hiermit berechnet sich der Wirkungsquer- 
schnitt zu 


v \2 m. v2/2% 
nn 
rd? MOV [2 + A Ep _ mel e: ee) ( ) 
My v2,/2 m2) 


Die in dieser Gleichung auftretende kinetische Energie m,v%/2 des einlaufenden 
Teilchens wird mit (141.9) durch die Temperatur dargestellt. So gilt 


er 2 |AE, el Fe 2 4A 
RT (1+ sea) rd (1+2)- (5) 
Dieser Ausdruck für den Wirkungsquerschnitt muß nun bei der freien Weglänge 
in (146.7) berücksichtigt werden und liefert für den Reibungskoeffizienten (147.8) 
die oben erwähnte Temperaturabhängigkeit von Gleichung (1). 


Übungsaufgaben 
14.1. Gasgemisch bei 0°C (M, = 0,005kgH, mit m, = 2kg/kmol, M, = 0,800 kgN, mit 
m, = 28 kg/kmol, M, = 0,200 kg O, mit m, = 32 kg/kmol). Zustandsgleichung? Ener- 


gie? Schallgeschwindigkeit = Voryl3? (Erweiterung von (141.4) bzw. (142.10) auf 
mehrere Komponenten; y=c,/c, = (f + 2)/f.) 
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14.2. Es werde mit 2 Würfeln gleichzeitig gewürfelt. Wie groß sind die Wahrscheinlichkeiten, 
nach n Würfen erstmalig „‚wenigstens eine Sechs‘ bzw. erstmalig ‚‚zwei Sechsen gleich- 
zeitig‘ zu würfeln? Nach wieviel Würfen (im Mittel) tritt das eine bzw.andere Ereignisein? 


14.3. Ein Gefäß mit Stickstoff von 20 °C wird aus- | 
gepumpt. Wie groß ist die mittlere freie Weg- | 
länge bei 760; 1 bzw. 10-3 Torr? (Molekül- ; 
radius r = 1,88 - 10-8 cm) 


14.4. Auf einen Uranstab (Kreiszylinder, Länge ®, 

Radius ?,=10"?m; wu= 18,7: 10° kg/m?; 

m = 238 kg/kmol) treffen aus allen Richtungen 

gleichmäßig Neutronen auf. 

a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für ein 
Neutron, unter den Winkeln 9...9+dP, 
9...9+ dp auf den Stab zu treffen? 

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit durchfliegt 
ein Neutron unter # = 9 = 45° den Stab ohne 
Stoß? (o = 16 - 10-28 m?) 


14.5. Für die Maxwellverteilung (145.18) ist "= Vor 
zu bestimmen. 


2 Die Hauptsätze der Thermodynamik 


21  Begrifissystem der Thermodynamik 


Zusammenfassung: Das Begriffssystem der Thermodynamik wird präzisiert, um Be- 
griffe wie thermodynamisches System, Gleichgewichtszustand, Zustandsgröße, Zustands- 
änderung für weitere Überlegungen schärfer zu definieren. 


Bevor die thermodynamische Theorie auf der Grundlage der in Teil [1] be- 
sprochenen Erscheinungen weiterentwickelt wird, sollen ihre wichtigsten Begriffe 
in diesem Kapitel schärfer als bisher präzisiert werden. Im engeren Sinne ver- 
stehen wir künftig unter Thermodynamik lediglich die rein phänomenologische 
Theorie über den Zusammenhang thermodynamischer Größen, nicht dagegen 
ihre atomistische Deutung. Die weiteren Ausführungen schließen daher unmittel- 
bar an [11] und [13] an. Wenn trotzdem gelegentlich auch im nachfolgenden 
Text der rein thermodynamischen Teile [2] und [3] noch von atomistischen 
Fragen die Rede ist, so geschieht dies lediglich zur Veranschaulichung und physi- 
kalischen Erläuterung, nicht aber zur Begründung thermodynamischer Aussagen. 
Die Thermodynamik wird damit zu einem in sich abgeschlossenen, rein phäno- 
menologischen Erfahrungsbereich, der erst später in [4] von der statistischen 
Mechanik her als Ganzes begründet wird. 


Als thermodynamisches System wird künftig eine Anordnung von Substanz, 
evtl. auch Strahlung, möglicherweise zusammen mit zugehörigen Apparaturen, 
5 Macke, 'Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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verstanden, die Gegenstand der jeweiligen thermodynamischen Betrachtung ist. 
Die Hauptaufgabe der Thermodynamik besteht darin, Aussagen über thermo- 
dynamische Systeme, deren Eigenschaften und Verhaltensweisen zu machen. 
Ein thermodynamisches System wird als homogen bezeichnet, wenn es an allen 
Orten die gleichen Eigenschaften besitzt. Wenn in der Substanz keine Raum- 
richtung irgendwie ausgezeichnet ist, liegt außerdem noch Isotropie vor (Gegen- 
beispiel: Kristallgitter). Ein thermodynamisches System ist heterogen, wenn es 
aus mehreren homogenen Bestandteilen besteht, die durch eindeutige Grenz- 
flächen voneinander getrennt sind. Die Grenzflächen sind gleichzeitig Sprung- 
flächen physikalischer Eigenschaften. Das einfachste Beispiel eines heterogenen 
tbermodynamischen Systems ist eine Substanz, die gleichzeitig im flüssigen und 
gasförmigen Aggregatzustand vorhanden ist. Die voneinander verschiedenen 
homogenen Bestandteile werden als Phasen bezeichnet. Eine Substanz, die 
unter dem Einfluß eines äußeren Kraftfeldes ihre physikalischen Eigenschaften 
von Ort zu Ort ändert, wird als kontinuierlich veränderliches thermodynamisches 
System bezeichnet. Werden äußere Einflüsse auf das System ausgeschlossen, so 
heißt es abgeschlossenes System. 


Ein thermodynamisches System kann sich in den verschiedensten (durch 
Zahlen eindeutig charakterisierbaren) physikalischen Situationen befinden. Sie 
werden als Zustände bezeichnet. Veränderungen innerhalb des Systems sind dem- 
entsprechend Zustandsänderungen. Sie können von selbst stattfinden, aber auch 
unter dem Einfluß äußerer Eingriffe in das System. Verzichtet man auf äußere 
Eingriffe, so geht das thermodynamische System allmählich von selbst in einen 
charakteristischen Endzustand über, der sich nach theoretisch unendlich langer 
Zeit einstellt. Er wird als thermodynamischer Gleichgewichtszustand (künftig 
kurz: „thermisches Gleichgewicht“) des Systems bezeichnet und besitzt ein 
Minimum an charakteristischen physikalischen Eigenschaften. Als Beispiele be- 
trachten wir den Druck- und Temperaturausgleich in einem System. Während 
zur vollständigen Charakterisierung früherer Systemzustände die Angabe aller 
p(r) und T(r) gehört, also die Angabe unendlich vieler Zahlen, wird der Endzustand 
nur noch durch zwei Zahlen, nämlich p = konst. und r = konst. allein charak- 
terisiert. Das thermische Gleichgewicht ändert sich seiner Definition entsprechend 
von selbst nicht mehr. Zustandsänderungen von Gleichgewichtszuständen sind 
also nur noch durch äußere Eingriffe möglich. (Im Zusammenhang mit Gleich- 
gewichtszuständen ist es daher völlig sinnlos, von „Erhaltungsgrößen“ zu spre- 
chen, da jede das thermische Gleichgewicht charakterisierende Größe zeit- 
unabhängig und somit trivialerweise eine Erhaltungsgröße ist.) Der selbsttätige 
Übergang zum thermischen Gleichgewicht ist ein nicht umkehrbarer, sogenannter 
irreversibler Prozeß. Er kann ohne äußere Eingriffe in das System nicht wieder 
rückgängig gemacht werden. 


Die Parameter, die einen thermischen Gleichgewichtszustand charakterisieren, 
werden als Zustandsgrößen bezeichnet. Beispiele für solche Zustandsgrößen sind 
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Temperatur 7, Druck p, Volumen V, Molvolumen v, Magnetfeld I, Gesamt- 
magnetisierung /) = V|W|, Energie E,... Je nachdem, ob sie zur Masse M 
proportional sind oder nicht, heißen sie extensive oder intensive Größen. Das 
Verhältnis zweier extensiver Größen ist eine intensive Größe. Die besondere Rolle 
der extensiven Größen V, M, Z, also die von Volumen (m?), Masse (kg) und Menge 
(kmol), wurde bereits in [131] ausführlich untersucht. Zu einer extensiven Zu- 
standsgröße A ist A/V die zugehörige Dichte, A/M die spezifische und A/Z die 
molare Größe (hinsichtlich der Bezeichnungen siehe [131)). 


Die intensiven Zustandsgrößen, welche unbedingt erforderlich sind, um einen 
thermodynamischen Gleichgewichtszustand des Systems vollständig zu charak- 
terisieren, werden als thermodynamische Freiheitsgrade bezeichnet. Ihre Zahl f 
gibt an, wieviele der Zustandsgrößen eines bestimmten Systems (neben der 
Gesamtmasse M, die auf diese Weise nicht mitgezählt wird) frei und unabhängig 
voneinander wählbar sind. Beim idealen wie auch beim realen Gas sind p und r 
vorgebbar, daher ist {= 2. Beim Zweiphasengemisch ist f=1. Hier ist mit r 
nämlich der Dampfdruck p(r) eindeutig vorgegeben. Bei einer Flüssigkeit im 
Magnetfeld ist [= 3. Beim gleichmäßig verzerrten Festkörper sind die E;; und r 
frei vorgebbar, daher ist /=7. Lassen wir außerdem örtlich veränderliche Ver- 
zerrungen &;;(t)=# &;.(r') zu, so wird [= »®. 


Zwischen den elementaren Zustandsgrößen eines Systems wie », V,r, I, M,... 
bestehen Beziehungen wie Y(p, 7) oder /l(h, r), die als Zustandsgleichungen 
des Systems bezeichnet werden. Es ist eine der Aufgaben der Thermodynamik, 
allgemeine Aussagen über solche Zustandsgleichungen zu machen. Die spezielle 
Form bestimmter Zustandsgleichungen wird durch die innere Struktur des be- 
trachteten thermodynamischen Systems bestimmt. Außerdem aber werden in 
der Thermodynamik neue Zustandsgrößen E, 8, H,... eingeführt, die mit den 
übrigen ebenfalls in bestimmten Zusammenhängen wie E(V,r),S(V,r),H (p, T),... 
stehen. Auch diese Größen und ihre Zusammenhänge zu erforschen ist Aufgabe 
der Thermodynamik. 


Als thermodynamische Zustandsänderung wird der Übergang eines Systems 
von irgendeinem Zustand Z in einen neuen Zustand Z’ angesehen. Dabei wird die 
Betrachtung solcher Zustandsänderungen bevorzugt, bei denen sich die Zu- 
standsgrößen, die den Zustand Z charakterisieren, nur infinitesimal ändern. Eine 
derartige Zustandsänderung kann z.B. in der Form 


V>-V'=V+dV p>p=p+dp 1) 
E>E=E+dE r>r=r+dr 
durch Angabe der Größen dV, dp, .... beschrieben werden. Genau wie zwischen 


den Zustandsgrößen selbst bestehen auch zwischen den infinitesimalen Größen 
Beziehungen, die die wichtigsten Aussagen der Thermodynamik enthalten. Ihr 
genaueres Studium erfordert eine sehr sorgfältige und konsequente Anwendung 
der Regeln für das Differenzieren von Funktionen mehrerer Variabeln unter ge- 
5* 
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gebenen Nebenbedingungen. (Diese bis zur Routine zu beherrschen, ist daher 
zum Verständnis der Thermodynamik unerläßlich.) 


Bei ihren Untersuchungen beschränkt sich die Thermodynamik in der Regel 
auf die Betrachtung solcher Übergänge Z— Z', bei denen nur Gleichgewichtszu- 
stände durchlaufen werden. Sie lassen sich auch in umgekehrter Zeitfolge durch- 
laufen, wie sich später herausstellen wird, und werden als reversible Zustands- 
änderungen bezeichnet, im Gegensatz zu den oben erwähnten irreversiblen 
Zustandsänderungen beim Entstehen des thermischen Gleichgewichts. Die Be- 
schränkung auf reversible Prozesse ist insofern von Vorteil, als Nichtgleichge- 
wichtszustände wie besprochen durch die Zustandsgrößen allein nicht hinreichend 
beschrieben werden können. Die in (1) betrachteten Zustandsänderungen sind 
daher im allgemeinen solche, bei denen ein System im thermischen Gleichgewicht 
durch äußeren Eingriff in einen anderen Zustand überführt wird, der wieder 
Gleichgewichtszustand ist. In jedem Stadium dieser Zustandsänderung ist das 
System vollständig durch die thermodynamischen Zustandsgrößen allein charak- 
terisiert. Nur eine solche reversible Zustandsänderung läßt sich daher durch eine 
Kurve im Zustandsdiagramm darstellen. 


Bei schlechten Wärmeleitern z. B. stellt sich ein lokales thermisches Gleichge- 
wicht zwar ziemlich rasch ein, der gesamte Temperaturausgleich hingegen findet 
nur sehr langsam statt. In der Zwischenzeit befinden sich die einzelnen Bestand- 
teile des Systems in „‚gehemmten‘“ oder auch metastabilen Gleichgewichtszuständen, 
die den echten Gleichgewichtszuständen sehr verwandt sind. In Zeiträumen, die 
klein gegenüber den zum Gesamtausgleich der Temperatur erforderlichen Zeiten 
sind, verhalten sie sich wie echte Gleichgewichtszustände und können ebenfalls 
mit den Methoden der Thermodynamik, die im Grunde eine Theorie der Gleich- 
gewichtszustände allein ist, behandelt werden. 


Nach dieser Präzisierung der Begriffsbildungen lassen sich die weiteren Aufgaben 
der Thermodynamik in großen Zügen angeben: Zunächst ist es erforderlich, die 
wichtigsten Zustandsgrößen und die zwischen ihnen herrschenden Beziehungen 
zu untersuchen. Diese Aufgabe wird im vorliegenden Teil [2] durchgeführt und 
führt vom Grundsätzlichen her zur vollständigen Darlegung der thermodyna- 
mischen Theorie. Die Anwendung dieser Theorie besteht darin, die wichtigsten 
thermodynamischen Systeme zu klassifizieren und ihre Gleichgewichtszustände 
unter gegebenen Bedingungen (Druck, Temperatur, aber auch bestimmten 
chemischen Reaktionen) zu untersuchen [3]. Schließlich ist es möglich, 
für die thermodynamische Theorie als Ganzes eine atomistische Begründung 
zu geben. Diese Aufgabe wird im Rahmen der statistischen Mechanik [4] 
gelöst. 


“ Übungsaufgaben 


21.1. Wieviel Freiheitsgrade besitzt das durch M,. M;, p, V, T charakterisierte, zweikom- 
ponentige Substanzgemisch? 
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21.2. In einem mit Gas gefüllten Gefäß sinkt der (mit einem Übergewicht versehene) Kolben 
rasch nach unten. Läßt sich dieser Vorgang als Kurve im Zustandsdiagramm darstellen? 
Wie ließe sich die Zustandsänderung rückgängig machen? 


21.3. Zwei Körper mit verschiedenen Temperaturen 7,<T, stehen im Wärmekontakt, so 
daß Temperaturausgleich stattfindet. Auf welche Weise läßt sich die gleiche Zustands- 
änderung .reversibel durchführen? 
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Zusammenfassung: In der Thermodynamik wie in anderen Gebieten der Physik läßt 
sich die Gültigkeit des Energiesatzes sehr allgemein begründen. Beim Reibungsvorgang 
nimmt die mechanische Energie ab, und es wird Wärme erzeugt. Das Wärmeäquivalent ist 
1 kcal = 4185 Joule. Die Energie eines thermodynamischen Systems wird durchö6Q@ +6A=öE 
definiert. Der I. Hauptsatz der Thermodynamik (Energiesatz) sagt aus, daß die durch diese 
Gleichung definierte Größe in der Form ö&E =dE(V, T,...) eine thermodynamische Zu- 
standsgröße E darstellt. Diese Behauptung ist gleichwertig mit der Unmöglichkeit eines Per- 
petuum mobile I. Art. Wärme öQ und Arbeit öA können einem System auf reversiblem und 
irreversiblem Wege zugeführt werden. Die reversibel zugeführte Arbeit ist 684 = —pdV. 
Die unter Überdruck p, > p; zugeführte Arbeit erzeugt im Gas eine Strömung und wird teil- 
weise in Wärme überführt. Die Energie idealer Gase ist volumenunabhängig und wird durch 
die Wärmekapazität C,(7) bestimmt. Ein Gemisch idealer Gase verhält sich so, als wäre 
jede Komponente allein da. Beim van-DER-Waausschen Gas tritt noch ein vom Volumen 
allein abhängiger Term — A2/V zur Energie hinzu. Die Energie magnetisierbarer Substanzen 
wird (einschließlich Wechselwirkung mit äußerem Magnetfeld) durch E(V, 7, A) = 
— -Mh+ EV, 7, M) beschrieben. Bei Paramagneten mit der Zustandsgleichung 
M = /M(V, h/r) wird (0 21/8 M)y,„ = 0, analog zum idealen Gas. Oberhalb der CurıEtempe- 
ratur & gilt für Ferromagneten bei kleinen Feldern H = K'h/(r — 8). Die innere Energie E' 
der Substanz enthält dann einen Term $ 2/2 K, in Analogie zum van-DER-WaaLsschen Gas. 
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Bei ihrer Hauptaufgabe, Naturerscheinungen zu beobachten und zu beschrei- 
ben, trifft die Physik zunächst auf den Wechsel der Erscheinungen, also den 
Zeitablauf physikalischer Systeme. In ihrem Bestreben, die Beobachtungen 
logisch zu ordnen, interessiert sie sich dabei besonders für solche Größen, die im 
Wechsel der Erscheinungen unverändert bleiben. Sie werden als Erhaltungs- 
größen bezeichnet. In der Mechanik [T 423] wird bewiesen, daß ein mechanisches 
System so viele Erhaltungsgrößen aufweist, wie es Symmetrieeigenschaften be- 
sitzt. Die wichtigsten und vielen physikalischen Systemen gemeinsamen Sym- 
metrieeigenschaften sowie ihre zugehörigen Erhaltungsgrößen sind: 


Invarianz gegen Erhaltungsgrößen 


t>t+öt Energie 


E 
r>r+ör Impuls PB 
T>t+ödxt Drehimpuls g 
Tor+övt Anfangsschwerpunkt.| 3, 
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Ein System, das alle diese Invarianzeigenschaften besitzt, also bei Translationen 
von Ort und Zeit, bei Drehungen des Raumes und beim Übergang zu bewegten 
Koordinatensystemen invariant bleibt, wird als abgeschlossenes physikalisches 
System bezeichnet. Die in der Tabelle zusammengefaßten Aussagen gelten auch 
in anderen Gebieten der Physik, zum Beispiel in der Elektrodynamik. 


Dieser Sachverhalt zeigt, daß die Zeitunabhängigkeit der Größen E, B, 3 und $, 
keine zufällige Eigenschaft bestimmter Systeme ist, sondern sich außerordentlich 
tief begründen läßt. Diese Umstände sind es auch, die den Physiker von der 
Allgemeingültigkeit der betreffenden Erhaltungssätze zutiefst überzeugen. Die 
Ausdehnung der Erhaltungssätze auf die gesamte Welt als physikalisch abge- 
schlossenes System bedeutet, daß Energie, Impuls oder eine der übrigen Größen 
nur dann in einem Teil der Welt größer oder kleiner werden können, wenn sie 
gleichzeitig in der Umgebung entsprechend kleiner oder größer werden. 


Unter den oben erwähnten Erhaltungsgrößen spielt die Energie eine besondere 
Rolle. Das liegt daran, daß die für den Energiesatz erforderliche Invarianz- 
bedingung gegenüber Transformationen ?— i + öt bei den üblichen physikali- 
schen Systemen sehr viel öfter erfüllt ist als eine der übrigen Invarianzbedingun- 
gen. Zum Beispiel sind die meisten Apparate, mit denen physikalische Erschei- 
nungen beobachtet werden, fest aufgestellt und somit nicht invariant gegen Ver- 
schiebungen r—r + ör. 


Eine erste Einführung des Energiebegriffs wird am zweckmäßigsten über die 
statische Betrachtung eines eindimensional beweglichen Teilchens gegeben. Es 
befinde sich an verschiedenen Orten x jeweils unter dem Einfluß einer Kraft- 
funktion K (x). Um das Teilchen von x nach x + dx zu verschieben, ist ein Ein- 
griff in dieses ‚System‘ vermittels einer äußeren Kraft K, erforderlich. Darf 
die Verschiebung unendlich langsam (quasistatisch) erfolgen, so braucht sich X, 
von der innerhalb des Systems wirkenden Kraft K (x) bis auf das Vorzeichen nur 
unendlich wenig zu unterscheiden. Die Größe 


84A=K,de=-K(a)de=dU () 


wird als die in das System hineingesteckte Arbeit für die Verschiebung > x + dx 
bezeichnet. Wenn diese Arbeit $A bei der umgekehrten Bewegung x -dı >» 
wieder zur Verfügung steht, also vom System abgegeben wird, so kann man 
sagen, daß sie in (1) eine Vorratsgröße U des Systems um dU vergrößert hatte. 
U bedeutet dann die Fähigkeit des Systems zur Arbeitsverrichtung, die poten- 
tielle Energie, kurz: das Potential. 


Die gleiche Erhöhung der potentiellen Energie dU findet beim bewegten Teil- 
chen aber auch ohne das Vorhandensein einer äußeren Kraft X, statt. Hier näm- 
lich gilt bei Berücksichtigung der Newroxschen Bewegungsgleichung 


daU=-K(v)de= -miidt=—d (3 ”) =. ed 7", (2) 


B) 2 
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Im Bewegungsablauf kann U also ohne äußeren Eingriff zunehmen, wenn gleich- 
zeitig die als kinetische Energie bezeichnete Bewegungsgröße 7’ abnimmt. Aus (2) 
folgt daher, daß unter den gegebenen Umständen U+T = E„ eine während 
des Bewegungsablaufs zeitunabhängige Größe darstellt. Voraussetzung für die 
Gültigkeit von (2) ist, daß die Kraft K eine nur vom Ort x abhängige, eindeutige 
Funktion ist. 


In anderen Fällen, wie etwa 
mi=K(x) —-&R(i) mit R&)=0, (3) 


gilt der obige Erhaltungssatz nicht. Hier läßt sich zwar für die Kraft X («) 
allein ein Potential U(x) angeben. Für die aus U und T zusammengesetzte 
Energie aber gilt 


=. [3 #+ U)=-:(m- Ko)--#R@)=0. (4) 


Die in (3) betrachtete Zusatzkraft —&R(&) ist eine der Bewegung entgegen- 
gerichtete, geschwindigkeitsabhängige Reibungskraft, daher R(&)= 0. Ihr Vor- 
handensein hat zur Folge, daß, wie (4) zeigt, die Energie E„, des bewegten Teil- 
chens im Zeitablauf stets abnehmen, aber nie zunebmen kann. Dabei kommt das 
Teilchen allmählich zur Ruhe. 


Gleichzeitig mit dem Energieverlust bei Reibung. wird das Entstehen von 
Wärme beobachtet. Es lag daher für JuLıus ROBERT MAyvEr (1840) die Ver- 
mutung nahe, daß auch die Wärme eine Energieform sei und gleichzeitig mit dem 
Verschwinden mechanischer Energie erzeugt werde. Diese Annahme führt also 
auf die Vermutung 

dEn PR: 2D__ dE, 
daß mechanische Energie E,, und Wärmeenergie E, zusammen eine Erhaltungs- 
größe mit der Eigenschaft 


sein, pt (6) 


liefern. Zur Begründung dieser Vermutung läßt sich einmal die große Allgemein- 
gültigkeit anführen, mit der der Energiesatz als Bedingung für die Translations- 
invarianz der Zeitachse gilt. Zum anderen werden die aus (6) entstehenden Kon- 
sequenzen auch quantitativ durch die Experimente bestätigt. 


In der hier gegebenen Form (6) besitzt der Energiesatz noch nicht die für die 
Thermodynamik und ihr Begriffssystem geeignete Form. Diese wird im nächsten 
Abschnitt aufgesucht und führt auf die endgültige Formulierung des I. Haupt- 
satzes der Thermodynamik. 
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222 Der I. Hauptsatz der Thermodynamik 


Der I. Hauptsatz der Thermodynamik ist im Rahmen dieser Theorie ein reiner 
Erfahrungssatz. Er kann nicht aus anderen physikalischen Tatbeständen ab- 
geleitet, sondern nur durch das Experiment selbst bestätigt werden. Zunächst 
führen wir einem System die mechanische Arbeit 6A zu. Diese soll im System 
durch Reibung oder auf andere Weise in Wärme überführt und als solche dem 
System wieder entzogen werden (z. B. indem man es mit einem etwas kühleren 
Wärmebad in Kontakt bringt). Für die zugeführte Arbeit ö&A und zugeführte 
Wärme ö@ gilt in diesem Falle 


5A+a8Q=0 () 


mit « als dem schon in [142] erwähnten Wärmeäquivalent, das nur durch das 
Experiment bestimmt werden kann. & besitzt unabhängig von der speziellen 
Zusammensetzung des thermodynamischen Systems und unabhängig von dessen 
jeweiligem Zustand stets den gleichen Zahlenwert. Hierin liegt die erste und 
wichtigste Erfahrung, nämlich daß Wärme eine der Arbeit äquivalente Größe 
ist. Um 6A und ö@ beide in gleichen Energieeinheiten zu messen, setzen wir 


«=1 für: |1kcal= 4185 Joule (Ws). (2) 


Das System kann sich im Anschluß an den Prozeß (1) im gleichen thermodyna- 
mischen Zustand befinden wie vorher. 


Verschwindet die Summe (1) jedoch nicht, so muß auf jeden Fall eine Ver- 
änderung des Gleichgewichts vor sich gegangen sein, da zugeführte Arbeit 8A 
und Wärme 8Q sich nicht mehr kompensieren. Wir definieren mit (2) die dem 
System zugeführte Energie als 


| 8A+5Q=5E. | (3) 


Über die so definierte Energie behauptet der I. Hauptsatz der Thermodynamik 
folgendes: 


Es ist unmöglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, 


die bei einem Durchlauf Energie E abgibt und sich hinterher wieder 
im gleichen Zustand befindet. 


Was im Rahmen dieser Aussage unter Energie zu verstehen ist, wird durch die 
Gleichungen (2) und (3) genauer definiert. Eine Maschine, die die durch (4) ver- 
botenen Eigenschaften trotzdem besitzt, wird als Perpetuum mobile „erster Art‘ 
bezeichnet. In diesem Sinne ist der I. Hauptsatz der Satz von der Unmöglichkeit 
eines Perpetuum mobile I. Art (PM I). 
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Mit (4) ist eine sehr allgemeine Formulierung für den I. Hauptsatz gegeben. 
Unsere nächste Aufgabe besteht darin, diese Formulierung in eine mathematische 
Form zu kleiden. Sie muß in einer Aussage über die durch (3) definierte Größe ö E 
bestehen. Auf eine diesbezügliche Frage erhält man sehr oft die Antwort, daß die 
Größe E eine Erhaltungsgröße sei. Diese Aussage ist zwar innerhalb der Mechanik 
noch sinnvoll, im Rahmen der Thermodynamik dagegen keineswegs. Wir haben 
es in der Thermodynamik mit Gleichgewichtszuständen zu tun, die sich ihrer 
Definition [21] entsprechend im Zeitablauf nicht ändern. Alle Größen, die einen 
solchen Zustand charakterisieren, sind daher trivialerweise „Erhaltungsgrößen“ 
Wenn also im Rahmen der Thermodynamik nach den Eigenschaften der durch (3) 
definierten Größe ö.E gefragt wird, so muß die Antwort von grundsätzlich anderer 
Art sein. 


Betrachten wir zur Untersuchung von öE aus (3) die Aussage (4) etwas 
konkreter für ein thermodynamisches System von zwei Freiheitsgraden. 
Ein bestimmter Zustand dieses Systems wird z. B. durch einen Punkt im rV- 
Diagramm (Abb. 222) charakterisiert. Um dieses System als Arbeitssubstanz 
einer periodisch arbeitenden Maschine zu verwenden, ist es erforderlich, daß das 
System eine Folge von Zuständen durchläuft, deren Darstellung im rV-Dia- 
gramm eine geschlossene, aber sonst beliebige Kurve ergibt. Jedes Kurvenstück 
bedeutet eine Zustandsänderung, bei der möglicherweise Wärme ö@ und Arbeit 6A 
umgesetzt werden. Wir bilden entsprechend (3) zu jedem Kurvenstück die zu- 
gehörige Größe öE. Der Behauptung von (4) entsprechend müssen sich die posi- 
tiven und negativen Beiträge 6E über die gesamte geschlossene Kurve hinweg 
kompensieren. Anderenfalls würde Energie entweder abgegeben oder aber auf- 
genommen (und dann bei umgekehrtem Durchlauf abgegeben), in beiden Fällen 
aber dem I. Hauptsatz (4) widersprochen. Die in (3) eingeführte Größe ö&E£ muß 


daher die Eigenschaft 
$5H=0 (5) 


für jede im Zustandsdiagramm durchlaufene geschlossene Kurve beliebiger Form 
besitzen. 


Hier muß eine allgemeinere Bemerkung eingefügt werden: Das Zustands- 
diagramm enthält nur thermische Gleichgewichtszustände. (Nur solche Zustände 
lassen sich nämlich durch zwei Zahlenangaben allein charakterisieren.) Damit das 
System eine Kurve im Zustandsdiagramm durchläuft, ist also erforderlich, daß es 
sich dabei ständig im Gleichgewicht befindet. Andererseits aber bedeutet jede 
Zustandsänderung auch eine Störung des Gleichgewichts. (Zum Beispiel entsteht 
bei Wärmezufuhr immer eine zunächst ungleichmäßige Erwärmung, die sich erst 
allmählich wieder gleichmäßig verteilt.) Demnach dürfen alle Änderungen nur so 
langsam erfolgen, daß das System in jeder Teilphase hinreichend Zeit hat, sich 
auf den zugehörigen Gleichgewichtszustand einzustellen. Kurven in Zustandsdia- 
grammen können also nur sehr langsam durchlaufen werden. Wir nennen eine 
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solche Prozeßführung ‚‚quasistatisch‘“ oder auch ‚‚reversibel‘“, das letztere aus 
Gründen, die im nächsten Abschnitt behandelt werden. 


Zunächst studieren wir die Aussage (5) rein mathematisch im rV-Diagramm 
von Abb. 222 und bilden das geschlossene Wegintegral für irgendeine, durch 
6X = F(r, VJAV + @(T, V)dr gegebene Größe, die wir später mit öE, 80 
bzw. 5A identifizieren. Das Wegintegral im Uhrzeigersinn um ein infinitesimales 
Rechteck liefert zunächst vier Beiträge 


PX = dr (V,0)+AV F(V’,7+d2)- dr@(V +4V,r') -dVF(e,V') 
«“ infin 

mie rende ind Verst ” 
die sich zu 


8X=dVdr 


infin 


(= | 
or GHZ 


(7) 
zusammenfassen lassen. Summieren wir über die Beiträge eines endlichen, beliebig 
geformten Flächenstücks, so kompensieren sich links alle Beiträge an den Grenzen 
benachbarter Flächen, da sie in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, 
und es bleiben nur die Beiträge vom Rand der Fläche übrig. Rechts entsteht 
r ein Flächenintegral 


or 96 
u 2 H52-[[avar(5n - Zr). (8) 
2 Dies ist eine vereinfachte Form des STOKEsschen Satzes 


f [T 455.10]. Im allgemeinen ist (8) durchaus von Null 


’ verschieden. Nur wenn öX ein totales Differential ist, 
Abb. 222. Zustandsände- gilt 


rungen im TV-Diagramm: 9X _ 8X 
Kreisprozeß; Zustandsän- 97 ar n 
derung auf verschiedenen 9F 96 9X 32X (9) 


Wegen I und II or ar avVar 9arıVvV 


und das Integral verschwindet, wie in (5) gefordert wird. 


Die Aussage (5) über öE ist keineswegs trivial. Sie ist im übrigen unabhängig 
davon, ob wir das System im rV-Diagramm oder z.B. im pV-Diagramm be- 
trachten. Wegen (3) hat sie die experimentell nachprüfbare Beziehung 


$56Q=-H5A+0 (10) 


zur Folge. Diese beiden Wegintegrale müssen zwar entgegengesetzt gleich groß 
sein, sind aber keineswegs gleich Null. In der rechts herum durchlaufenen Kurve 
von Abb. 222 z. B. wird das System bei einem Durchlauf der Kurve expandiert 
und wieder komprimiert. Die Expansion erfolgt bei höherer Temperatur als die 
Kompression und daher auch bei entsprechend höherem Druck (Beispiel: ideales 
Gas). Dies hat zur Folge, daß bei der Expansion mehr Arbeit abgegeben wird, 
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als anschließend bei der Kompression in das System wieder hineingesteckt werden 
muß. Es überwiegt also die vom System abgegebene Arbeit. Die insgesamt 
„hineingesteckte‘‘ Arbeit ist negativ und (10) daher in diesem Falle positiv. 


Bei dieser Gelegenheit werden aus Zweckmäßigkeitsgründen folgende Be- 
zeichnungen 


869=-80Q 6A=—-5A an)‘ 


eingeführt. 86Q bzw. 8A ist die dem betrachteten System bei einer Zustands- 
änderung zugeführte Wärme bzw. Arbeit. (Sie kann positiv und negativ sein.) 
Die durch (11) definierten Größen ö6Q und öA bedeuten dann die entsprechende 
vom System abgegebene Wärme bzw. Arbeit. Im vorliegenden Falle ist also 


A=$54A=-H5A>0 (12) 
die vom System bei einem periodischen Durchlauf ‚abgegebene Arbeit. 


Um die weiteren Konsequenzen des mathematisch formulierten I. Haupt- 
satzes (5) zu studieren, betrachten wir in Abb. 222 irgendeine Zustandsänderung 
1-2, die längs einem der beiden Wege I oder II erfolgen kann. Die bei der Zu- 
standsänderung zugeführte Energie ist durch 

V2,7, 
AE= [ öE (13) 
Y,7ı 
gegeben. Sie entsteht durch Aufsummation der Beiträge öE längs der Kurven I 
oder II und hängt daher möglicherweise vom Wege ab. Durchlaufen wir aber das 
Kurvenstück I in Pfeilrichtung und II in umgekehrter Richtung, so entsteht 
ein geschlossener Weg. Über die dabei insgesamt zugeführte Energie AE; — AEır 
sagt aber der I. Hauptsatz (5) aus: 


AE;— AEn=$öE=0. (14) 


Es muß also AE, = AEır sein. In anderen Worten, das Integral (13) ist wegen (5) 
wegunabhängig, und sein Ergebnis kann daher nur von den Anfangswerten V,.7, 
und Endwerten V,, 7, abhängen. Es muß sich also in der Form 
V..T 
AE= [| 8E=E(V,,r)- E(V,,r,) (15) 
VuT7ı 
darstellen lassen. 
In diesem Sinne folgt aus Gleichung (5), daß dE totales Differential AEX einer 
Funktion E(V, T,...) ist. Wir merken uns diese Eigenschaft in der Form 


SE=dE(V,T,...). (16) 


Sie sagt aus, daß E eine nur durch den Zustand, nicht aber durch die Vorgeschichte 
charakterisierte thermodynamische Zustandsgröße ist. Sie beschreibt den Vorrat 
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des thermodynamischen Systems an Energie, die in Form von Wärme oder 
mechanischer Arbeit prinzipiell abgegeben werden kann. In welchem Verhältnis 
diese Abgabe als Arbeit und als Wärme erfolgt, darüber sagt der I. Hauptsatz 
nichts aus. Mit dieser Frage beschäftigt sich vielmehr der II. Hauptsatz der 
Thermodynamik. 


Zusammenfassend können wir über den I. Hauptsatz der Thermodynamik also 
folgendes sagen: Durch (3) in Verbindung mit (2) wird zunächst eine Größe öE 
als die dem System: bei Zustandsänderungen zugeführte Energie definiert. Diese 
Energie muß nach dem I. Hauptsatz in der Form (4) so beschaffen sein, daß die 
Konstruktion eines Perpetuum mobile I. Art unmöglich ist. Dieser Aussage 
äquivalent sind die mathematischen Bedingungen (5) oder (16) für öE, denen 
zufolge die Energie E eine thermodynamische Zustandsgröße ist. Die Behauptung, 
daß die Energie E eines Systems eine Erhaltungsgröße sei, ist für thermodyna- 
mische Systeme im allgemeinen belanglos und trifft auch nur für abgeschlossene 
Systeme zu, also unter Voraussetzungen, die gerade bei Gleichung (3) (Zufuhr 
von Wärme und Arbeit) nicht erfüllt sind. Diese Behauptung ist daher nur für 
Systeme von Interesse, die sich nieht im thermischen Gleichgewicht befinden 
und außerdem abgeschlossen sind, bei denen also 6Q=0 und 654 =0 ist. 
Finden in einem solchen abgeschlossenen System tatsächlich noch Änderungen 
statt, z.B. wenn sich das thermodynamische Gleichgewicht noch nicht eingestellt 
hat, dann folgt für diese im allgemeinen irreversiblen Änderungen aus (3) 


(dE)irr, ang — 0- (17) 


Für die Theorie der thermodynamischen Gleichgewichte hingegen interessieren 
vorwiegend die Aussagen (3) und (16) als mathematische Form für den I. Haupt- 
satz der Thermodynamik. 


223 Kompressionsarbeit und Gay-Lussacscher Versuch 


In (222.3) wurde ganz allgemein vorausgesetzt, daß man einem System 
Wärme 6Q und mechanische Arbeit 64 zuführen kann, ohne spezielle Voraus- 
setzungen darüber, auf welche Weise das möglich ist. Wärme 5Q läßt sich dem 
System aus einem Wärmebehälter durch Wärmeleitung zuführen, wenn der 
Behälter eine höhere (oder wenigstens in- 
finitesimal höhere) Temperatur besitzt. 
Mechanische Arbeit 64 wird dem System 
z.B. durch Kompression oder Expansion 
zugeführt oder entnommen. 


Als Beispiel eines thermodynamischen 
Abb. 223.1. Gaskompression durch Systems betrachten wir in Abb. 223.1 
äußeren Druck ein Gas im waagerechten Zylinder, das 
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durch einen beweglichen Kolben abgeschlossen ist. Der Druck des Gases auf den 
Kolben sei p;, während durch die äußere Vorrichtung, z. B. durch ein Gewicht 
und den wirkenden Luftdruck, ein Druck p, auf den Kolben ausgeübt wird. Die 
gesamte äußere Kraft muß hierbei K,= p,„F mit F als der Querschnittsfläche 
des Kolbens sein. 


Zur Kompression des Gases wird der Kolben durch die äußere Kraft K, um 
das Stück de < 0 (nach links) verschoben. Das Gasvolumen verkleinert sich 
dabei um dV = Fdx < 0, und die hierbei geleistete und dem System zugeführte 
Arbeit (221.1) ist 


8$A=-K,de= -p,Fdx=—-p,dV/ >0 de<0 ar=d. 


Der Vorgang findet nur statt, wenn der Außendruck », den Innendruck p; über- 
steigt. Umgekehrt leistet das Gas bei einer Expansion die Arbeit 


mit Hilfe seines Innendrucks p;, der in diesem Fall größer als der äußere 
Druck p, sein muß. 


Bei einer Kompression und anschließenden Expansion wird die über (1) 
hineingesteckte Arbeit vom System anschließend nicht vollständig wieder ab- 
gegeben. Allerdings genügt für eine unendlich langsame (quasistatische) Durch- 
führung der Prozesse (1) und (2) ein nur ganz geringfügiger Unterschied zwischen .p, 
und p;. Machen wir diesen Unterschied infinitesimal klein, so läuft der Prozeß 
„unendlich langsam“ ab, und die bei Kompression hineingesteckte Arbeit 5A 
unterscheidet sich praktisch nicht von der bei Expansion herausgeholten Arbeit 54. 
Für beide Prozesse gilt dann gemeinsam 


86A=-54=—-pdV mt M=Mm-P. (3) 


Diese Art der Prozeßführung heißt reversible Prozeßführung, weil die auf diese 
Weise dem System zugeführte Arbeit beim umgekehrten Prozeß wieder voll- 
ständig zur Verfügung steht. Für die Wärmezufuhr öQ und -abfuhr 52 gilt 
ähnliches: Bei Zufuhr muß r, > 7; sein und bei Wärmeabgabe 7; > r,. Die dem 
System zunächst zugeführte Wärme öQ kann daher als abgegebene Wärme 59 
nicht wieder in den gleichen Wärmebehälter zurückgeführt werden, wohl aber 
in einen solchen, dessen Temperatur nur infinitesimal niedriger als die des ur- 
sprünglichen Behälters ist. Sofern wir also den Übergang einer Wärmemenge in 
einen Behälter niederer Temperatur als einen Verlust betrachten (später beim 
II. Hauptsatz wird sich herausstellen, daß dies tatsächlich berechtigt ist), können 
wir auch bei der Wärmezufuhr und -entnahme derartige Verluste zusammen mit 
den erforderlichen Temperaturdifferenzen beliebig klein halten. Allerdings wird 
auch hier bei sinkender Temperaturdifferenz der Wärmestrom klein, und die 
Prozeßführung erfolgt unendlich langsam. 
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Die in (1) dem System zugeführte mechanische Arbeit läßt sich entsprechend 
$A=— Pa d/ = Pi av (Pa ) aV=5Anyt 8 Asrr (4) 


n zwei Anteile öA,., und 6.A,,, zerlegen. Der erstere steht bei-Expansion wieder 
zur Verfügung und wird als reversibler Anteil bezeichnet. Der zweite, 84,,,, 
geht als mechanische Arbeit verloren. Dieser ‚irreversible‘‘ Anteil dient zunächst 
zur Beschleunigung des Kolbens und des Gases in Kolbennähe. Das Gas erhält 
auf diese Weise Strömungsenergie, die sich allmählich wieder in Wärme verwan- 
delt, während das Gas in sein neues thermisches Gleichgewicht übergeht. Ar 
geht also in Wärme über und bewirkt deshalb die gleiche Temperaturerhöhung, 
als wenn eine entsprechende Wärme öQ zugeführt worden wäre. Die atomistische 
Betrachtung der Kompressionsarbeit (4) im nächsten Abschnitt wird diese Über- 


legungen bestätigen. 


Der reversible Anteil 6 A,., von (4) bzw. 5A von (3) läßt sich auf einfache 
Weise im pV-Diagramm veranschaulichen. Bei der Zustandsänderung 1-2 in 
Abb. 223.2 wird die Arbeit 


2 


A=-A=[pdV>0 (5) 
1 


vom System abgegeben. Sie ist gleich dem Flächeninhalt unter der Kurve 1 2. 
Bei umgekehrtem Durchlauf 2>1 wird A<0, d.h. es wird Arbeit zugeführt. 
Für die geschlossene Kurve von Abb. 223.2 folgt hieraus, daß der dort schraffierte 
Flächeninhalt den Überschuß der abgegebenen Arbeit bedeutet, wenn die Fläche 
im angegebenen Umlaufssinn durchfahren wird. 


Als Beispiel einer Expansion, bei der überhaupt keine mechanische Arbeit 
nach außen abgegeben wird, kann der von Gay-Lussac angestellte Strömungs- 
versuch angesehen werden, der in Abb. 223.3 dargestellt ist. Nach Freigabe einer 


Abb. 223.2. Bei Zustandsänderungen ab- Abb.223.3. Gay-Lussacscher Strömungsver- 
gegebene Arbeit (schraffiert) such: Das Gas strömt nach rechts ins Vakuum 


kleinen Öffnung strömt das Gas teilweise in den rechten Teil des Gefäßes und ver- 
größert dabei sein Volumen von V auf V’> V. Bei dieser Überströmung sicht 
sich das Gas keinem Außendruck gegenüber, es ist p, = 0. Es gewinnt zunächst 
Strömungsenergie nach rechts, die aber nicht als Arbeit abgegeben, sondern bei 
Einstellung des neuen thermischen Gleichgewichts allmählich in Wärme über- 
führt wird. 


1224] 22 Innere Energie eines Systems 79 


Das Gefäß wird wärmeisoliert angeordnet, so daß für die Zustandsänderung 
V>V’ die Bedingung 60 = 0 erfüllt wird. Da außerdem nach Voraussetzung 
8A = (ist, bleibt wegen (222.3) die innere Energie des Gases Z(V, r) unverändert. 
Bei einer infinitesimalen Volumenvergrößerung auf V’’=V-dV würde dies 

9E dE 
dE(V,r) = (gr),a? + (gm)ydr=0 (6) 
zur Folge haben. Aus dieser Gleichung läßt sich, wenn E(V, r) bekannt ist, die 
Temperaturänderung dr berechnen. 


Die Beobachtungen zeigen, daß bei idealen Gasen keine Temperaturänderung 


stattfindet, also dz = 0 gilt, obwohl dV = 0 ist. Nach Gleichung (6) ist dieses 
Ergebnis nur unter der Voraussetzung 


er) m 


möglich, daß nämlich beim idealen Gas die innere Energie E nicht vom Volumen V, 
sondern nur von der Temperatur 7 allein abhängt. 


224 Atomistische Betrachtung der Kompression 


Die in (223.1 bzw. 3) behandelte Kompressionsarbeit 6A beim idealen Gas 
soll jetzt atomistisch betrachtet werden. Wir untersuchen eine Kompression, 
die mit der in Abb. 224 nach links gerichteten Geschwindigkeit u > 0 im Zeit- 
raum öt erfolgt. Dabei verschiebt sich der Kolben um 6x = — u6t, und das Volu- 
men des Gases ändert sich um 


38V =Föx=—-Fudt<0. (a) 


Die hierzu erforderliche Arbeit wird durch (223.1) beschrieben. Sie wird auf die 
Gasteilchen übertragen, die während der Zeit öt von links auf den Kolben treffen. 
Daher gilt 

5A= [ dNAe. (2) 

v,>0d 

öN ist die Zahl der während der Zeit öt auftreffenden Teilchen, die eine Geschwin- 
digkeit im Intervall dvo=dv,dv,dv, besitzen. Diese Teilchen befinden sich in 
einem bestimmten, in [141] genauer untersuchten Volumen links vom Kolben. 
Dabei werden nur Teilchen mit v, > 0 gezählt. 


Ae in (2) bedeutet den Energiezuwachs 
de=- Zn’ W], (3) 


den das einzelne molekulare Teilchen beim Stoß auf den Kolben erfährt. v, und v, 
sind die «-Komponenten der Teilchengeschwindigkeit vor und nach dem Stoß. In 
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einem mit der Geschwindigkeit w nach links bewegten Koordinatensystem ruht 
der Kolben, und es gilt wegen der Impulserhaltung beim Stoß hier 

Die Geschwindigkeiten ö, und ©, im bewegten System hängen mit denen im un- 
bewegten über _ r ; 
d,=t,+Uu .=t tu (5) 


zusammen. ©, z.B. ist die Relativgeschwindigkeit des (von links nach rechts) 
einlaufenden Teilchens gegenüber dem (von rechts nach links bewegten) Kolben 
und ist also größer als v,. Aus (4) und (5) folgt 


v,+%,+2u=0 (6) 


für die Geschwindigkeiten im ruhenden Koordi- 
natensystem. Der Energiezuwachs des einzelnen 
Teilchens ist also 


eek de=- [le + 2u)? 12] = Se [ke,u +4wW]. (N 
Abb. 224. Energieübertragung 
am bewegten Kolben Er besteht aus zwei Anteilen, die zum Integral (2) 
beitragen. 


Betrachten wir in (2) zunächst nur den ersten Anteil von (7), so erhalten wir 
bei Berücksichtigung von (1), wie der Vergleich mit (141.4) zeigt, gerade 
— m öV, also den reversiblen Arbeitsanteil 8. A,., von (223.4). Der übrigbleibende 
Beitrag von (7) zu (2) ist demzufolge mit dem irreversiblen Arbeitsanteil 


5A = (Qu)? ) &N (8) 
v,>0 

von (223.4) gleichzusetzen. Die Bedeutung dieses Ausdrucks ist leicht erkennbar. 
Er enthält ganz rechts die Zahl der Teilchen, auf die im Zeitraum öt Energie 
übertragen wurde. Der Faktor davor stellt die kinetische Energie dar, die infolge 
der Zusatzgeschwindigkeit 2u von (6) auf jedes Teilchen übertragen wird. Es 
handelt sich hier aber nicht um statistisch verteilte Energie, sondern um Strö- 
mungsenergie, die durch den Kolben hervorgerufen wurde und einer nach der 
negativen x-Achse gerichteten Bewegung entspricht. Damit finden die im Zusam- 
menhang mit (223.4) durchgeführten Überlegungen ihre atomistische Bestätigung. 


225 Energie idealer Gase 


Einfache thermodynamische Systeme werden vollständig beschrieben durch 
Angabe ihrer Zustandsgleichung p(P, 7) und durch Angabe ihrer Energie als 
Zustandsfunktion, z.B. in der Form E(V, 7). Beim idealen Gas ist die Zustands- 
gleichung pV = Rr bekannt. Sie wurde in [141] untersucht. Über die Energie 
E(V,r) des idealen Gases macht der Gay-Lussacsche Versuch die wichtige Aus- 
sage (223.7). 
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Bei Änderungen des Volumens dV und der Temperatur dr ändert sich die 
Energie nach den Regeln der partiellen Differentiation entsprechend (223.6) zu 


dE(V, n) = (3r a) ) 


Dem Ergebnis (223.7) des GayY-Lussaoschen Versuchs entsprechend aber ver- 
schwindet der erste Koeffizient dieser Gleichung. Die Bedeutung des zweiten 
Koeffizienten erkennen wir durch folgende Überlegung: Führen wir dem System 
bei konstant gehaltenem Volumen d Y = 0 die Wärmemenge öQ,- zu, so entsteht 
nach Definition (113.7) der Wärmekapazität 


8QrY = Cydr (2) 


eine Temperaturerhöhung. -Cy bedeutet die bei konstant gehaltenem Volumen be- 
obachtete Wärmekapazität des Gases. Nach dem I. Hauptsatz (222.3) gilt mit 
(223.3) 

$Q=dE+pdV = ($r ar + ler —) dr + par. (3) 


Unter der hier gemachten Voraussetzung dV = 0 zeigt der Vergleich von (2) 
und (3) 


9E 
Cy= (Fr (4) 
Für die Volumenabhängigkeit gilt 
90, 9 /[9E 9 (9E ) DW 
S-rl)). ((er).)r 0, ei 


da nach den Regeln für partielles Differenzieren die Reihenfolge der Differentiati- 
onen vertauschbar ist und im letzten Term von (5) die Beziehung (223.7) gilt. 
Die Wärmekapazität hängt also nicht vom Volumen ab. 


Berücksichtigen wir in (1) die Gleichung (223.7) und den Zusammenhang (4) 
mit der Eigenschaft (5), so entsteht bei Integration über irgendein Temperatur- 


G, intervall 
er 
IR Ei)=[Cvimdr+E,| (6) 
4 
2R 
als allgemeinster Ausdruck für 
R die innere Energie eines idealen 
Gases. Die Funktion Cy(r) kann 
vom Standpunkt der Thermo- 
re] f EI 
50 00 500 1000 2500 dynamik aus beliebig vorgegeben 
Abb. 225. Wärmekapazität Cy beim Wasserstoff. werden. Sie wird durch die 
gas H, in Abhängigkeit von der Temperatur sonstigen physikalischen Eigen- 
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schaften des idealen Gases bestimmt. In Abb. 225 ist die Wärmekapazität Oy 
für Wasserstoff dargestellt. 


Sie läßt sich nach [142] durch 
= RO) vr (7) 


2 

interpretieren. Hierbei bedeutet f die Zahl der molekularen Freiheitsgrade, die 
bei der jeweiligen Temperatur 7 angeregt sind. Die Kurve läßt erkennen, daß bis 
zu Temperaturen um 100 °K nur die Translationsfreiheitsgrade der Wasserstoff- 
moleküle angeregt sind. Im Bereich zwischen 100 und 1000 °K kommen die 
beiden Rotationsfreiheitsgrade hinzu, während bei noch höheren Tem- 
peraturen auch die Vibration der beiden Atome im Molekül gegeneinander am 
thermischen Gleichgewicht teilnimmt. 


226 Gemisch idealer Gase 


Nach Abb. 226 befinden sich in einem Gefäß zwei ideale Gase, durch eine Wand 
getrennt. Wenn diese wärmeisolierend ist, können sich beide bei verschiedenen 
Temperaturen im Gleiehgewicht befinden, und es gelten die Zustandsgleichungen 


pVı= Zurr, PaV2= Zurrz. (1) 


Wir denken uns die Wand jetzt wärmedurchlässig, so daß ein Temperaturaus- 
gleich stattfindet, und beweglich, so daß Druckausgleich möglich ist. Im neuen 
Gleichgewichtszustand gelten wieder die Gleichungen (1), 
jedoch mit anderen Zahlenwerten für V, und V,, aber 
gemeinsamen Größen 


u T=-nR-T (2) 
Abb. 226. für Druck und Temperatur. Führen wir mit den Größen 
Zur Mischung idealer Gase KERSF Ar Ze Z (3) 


das Gesamtvolumen V und die Gesamtmolzahl Z ein, so folgt aus den Gleichungen 
(1) durch Addition unter Verwendung von (2) für das Gesamtsystem 


| pV = Zrr, (4) 


also wieder die Gasgleichung, diesmal aber für zwei nebeneinander im Gleich- 
gewicht befindliche und unvermischte ideale Gase gültig. Nunmehr wird die 
Trennwand zwischen den Gasen beseitigt, bei gleichzeitiger Wärmeisolation. 
Die anschließende Messung zeigt, daß sich weder Druck p noch Temperatur r 
geändert haben, daß also (4) auch für das Gemisch gilt. 


Dieses Ergebnis erlaubt eine bemerkenswerte Interpretation : Wäre nämlich in 
Abb. 226 nur das Gas 1 vorhanden, so würde die Beseitigung der Trennwand dem 
Gay-Lyssacschen Versuch [223] entsprechen. Da die Energie E des idealen 
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Gases, wie dort festgestellt wurde, volumenunabhängig ist, erfolgt bei dieser 
Expansion ein Übergang 
pV, —— PpV = Zur. (5) 


Während sich das Volumen entsprechend V, — V vergrößert, verringert sich der 
Druck gemäß pp, (nicht mit der in (l) und (2) auftretenden Größe p, =p 
verwechseln!). Wäre nur das Gas 2 allein im rechten Teil des Behälters vorhanden 
gewesen, so hätte bei Beseitigung der Trennwand der entsprechende Übergang 


pP; ———t P2V = Zurr (6) 
stattgefunden (hinsichtlich 9, wie vorher). Aus der Addition von (5) und (6) aber 
folgt formal wieder die Zustandsgleichung (4) unter der Voraussetzung 

MtPp=Pp. (M) 
Diese Betrachtung zeigt, daß sich in einem Gemisch idealer Gase jede der Kom- 
ponenten genauso verhält, als wäre sie allein vorhanden (Wechselwirkungsfreiheit). 
p, in (7) folgt aus (4) und (5) zu 
P1= pZlZ (8) 
und wird als Partialdruck des Gases 1 bezeichnet. 
Für ein Gemisch idealer Gase kann also festgestellt werden, daß jede Gas- 


komponente ö im Gemisch das Vorhandensein der übrigen Komponenten ignoriert 
und für sich allein der Zustandsgleiehung 


genügt. Sie übt auf die Außenwand den Partialdruck 


9; = pZ;/Z 2m =Pp (10) 


aus. Die Summe der Partialdrucke bildet den Gesamtdruck, und das Gesamtgas- 
gemisch genügt der üblichen Zustandsgleichung (4) mit Z als der Summe der 
Molzahlen. 


227 Energie des VAN-DER-WAALSsschen Gases 


Als nächstes Beispiel wird das VAN-DER-WAaLssche Gas betrachtet, dessen 
Zustandsgleichung nach (132.4) durch 
Rr A? 

P=-y_3 pi (1) 
gegeben ist. Die innere Energie E(V, r) dieses Systems soll durch allgemeine 
physikalische Überlegungen bestimmt werden. Im letzten Term von (1) kommt die 
gegenseitige Anziehungskraft der Moleküle zum Ausdruck. Sie hat zur Folge, 
6* 
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daß die Energie E(V, r) keinesfalls wie beim idealen Gas vom Volumen unab- 
hängig sein kann. Dehnt sich nämlich das van-DER-WAALssche Gas auf ein größe- 
res Volumen aus, so vergrößert sich die mittlere Entfernung der Moleküle von- 
einander, und es muß Arbeit gegen die Anziehungskräfte geleistet werden. 

Bei einer Volumenvergrößerung d’V ist dies die Arbeit p'dV gegen die beim 
VAN-DER-Waatsschen Gas auftretende Zusatzspannung p’ = A®/V?. Bei Ände- 
rungen dV und dr ändert sich die Energie daher gemäß 


an=(3,),av + (SE ),ar- av + Order; (2) 


Gegenüber dem idealen Gas ist also noch der soeben besprochene Term p'dV 
hinzugetreten. Für die partiellen Ableitungen der Energie gilt somit 


Um die Volumenabhängigkeit der Wärmekapazität zu untersuchen, gehen wir 
wieder entsprechend (225.5) vor und erhalten 


Ber) ee SEAN, 
oV Pa oT sr). 1% (3; 7), 2 


da (9E/9 V), temperaturunabhängig ist. Durch Integration von (2) folgt 


en 


T 
2 
BiW,n)= [Or mar- + 6) 
To 


mit beliebiger Energiekonstante E, für die Energie des VAN-DER-WAALSschen 
Gases. An der Form dieses Ausdrucks ist bemerkenswert, daß die Energie E zwar 
vom Volumen und der Temperatur abhängt, aber doch in der einfachen Weise, 
daß sie aus einem nur von T und einem nur von V abhängigen Term besteht. 


Diese Überlegungen zur Energie E(V, r) des idealen und des VAN-DER-WAALS- 
schen Gases zeigen folgendes: Die Wärmekapazität Cy wird offenbar unabhängig 
von der Zustandsgleichung durch die sonstigen physikalischen Eigenschaften des 
Systems bestimmt. Die Volumenabhängigkeit der Energie wurde beim idealen 
Gas auf der Grundlage experimenteller Ergebnisse (Gay-Lussaoscher Versuch), 
beim VAN-DER-WaALsschen Gas durch anschauliche Überlegungen im Zusammen- 
hang mit der Zustandsgleichung bestimmt. In einem fortgeschritteneren Stadium 
der Theorie [251] wird sich herausstellen, daß die Volumenabhängigkeit der 
Energie (9E/0 V), unmittelbar aus der Zustandsgleichung p(V, r) durch den 
II. Hauptsatz bestimmt werden kann. 


228 Magnetisierbare Substanzen 


Wie bereits in [135] erwähnt, gibt es Substanzen, bei denen unter dem Einfluß 
eines Magnetfeldes $ eine Magnetisierung M beobachtet wird, hervorgerufen 
durch molekulare Elementarmagnete m, die im äußeren Felde $ induziert oder 


1223] 22 Innere Energie eines Systems 85 


auch nur ausgerichtet werden. Die Magnetisierung Ü = MN = mN/V bedeutet 
das mittlere magnetische Dipolmoment pro Volumeneinheit. Zur thermodyna- 
mischen Beschreibung führen wir die Größen 


h=|$| und M=|m|N=|M|V (1) 
ein und beschränken uns auf den üblichen Fall, wo W und 9 gleichgerichtet sind. 


Eine solche magnetisierbare Substanz denken wir uns in dem Rollwägelchen 
von Abb. 228 angeordnet. Als thermodynamisches System wird die gesamte An- 
ordnung einschließlich des felderzeugen- 
den Dauermagneten betrachtet. Das 
äußere Feld 4 denken wir uns durch 
Verschieben des Wagens variiert. ı ist 
also einer der frei wählbaren Para- 
meter unseres Systems. Die beiden 
übrigen sind V und 7, wenn wir uns 
auf magnetisierbare Gase und Flüssig- 
keiten beschränken oder auf Fest- 
körper, die unter allseitig gleichem 
Druck stehen. 


Befindet sich das System im thermischen Gleichgewicht, so sind alle übrigen 
Zustandsgrößen eindeutige Funktionen der drei genannten Parameter. Druck p 
und Magnetisierung I! sind durch die Zustandsgleichungen 


Abb. 228. Substanz im Magnetfeld: in (3) 
beschriebenes Gesamtsystem, bestehend aus 
Substanz, Rollwvagen und Magnet 


p=Pp(V;T,h) M=M(V,T,h) (2) 


gegeben, die an die Stelle der ohne Magnetfeld allein vorhandenen Gleichung 
p = p(V, T) treten. Die Abhängigkeit des Drucks p vom Feld h und auch die 
Abhängigkeit der Magnetisierung /! vom Volumen V ist gering. Sie wird in [253] 
noch näher besprochen. Hier interessiert hauptsächlich der Zusammenhang zwi- 
schen „4 und I. Für diamagnetische Substanzen, bei denen die Elementar- 
magnete bekanntlich erst durch das Feld /: induziert werden, ist der Zusammen- 
hang M(h) temperaturunabhängig und daher für die Thermodynamik ohne 
Interesse. 


Bei paramagnetischen und ferromagnetischen Substanzen hingegen erfolgt 
eine Ausrichtung der bereits vorhandenen Elementarmagnete nach dem äußeren 
Feld I, die mit wachsender Temperatur durch die erhöhte atomare Bewegung 
mehr und mehr behindert wird. In diesem Falle ist die Energie eines einzelnen 
Dipols m im Felde $ durch e = — m$ gegeben. Als Wechselwirkungsenergie der 
gesamten magnetischen Substanz mit dem Feld I: entsteht somit Ne= — N md 
— — Mh. Für die Energie des gesamten Systems von Abb. 228 machen wir daher 
den Ansatz 

E(V,T,h)=—-Mh+ EV, r, M). (3) 
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Er enthält neben der Wechselwirkungsenergie mit dem äußeren Feld noch die 
innere Energie E! der Substanz. E! hängt natürlich vom jeweiligen Zustand der 
Substanz ab und somit möglicherweise auch vom jeweiligen durch 1 beschrie- 
benen Ausrichtungsgrad der Elementarmagneten. Üben die letzteren eine gegen- 
seitige Wechselwirkung aufeinander aus, so ändert sich mit / auch die innere 
Energie E\. 


Bei paramagnetischen Substanzen wird die Zustandsgleichung (2) in der ver- 


einfachten Form 
M= MV; hf) | bzw. hir= IV, M) (4) 


beobachtet. Der durch M beschriebene Ausrichtungsgrad der Elementarmagnete 
hängt also nur vom Verhältnis h/z ab. Hierbei übt J den ordnenden und r den 
die Ordnung behindernden Einfluß aus. Würden die Elementarmagnete mit- 
einander in Wechselwirkung stehen, so müßte letztere mit ihrer Tendenz zur 
Parallel- oder Antiparallelstellung ebenfalls einen ordnenden Einfluß ausüben. 
Dann aber könnte /H4 nicht vom Verhältnis //r allein abhängen. Also muß (4) als 
der Grenzfall mit vernachlässigbarer Wechselwirkung der Elementardipole an- 
gesehen werden. j 


Noch deutlicher wird dieses Ergebnis durch folgende Überlegung: AM (h) ist 
eine ungerade Funktion (1! wechselt mit /ı das Vorzeichen). Für I; — & erreicht 
die Magnetisierung /1(V, ©) = Max einen Sättigungswert, bei dem sich alle 
Magnete parallel gestellt haben. Bei Gültigkeit der Zustandsgleichung (4) wird 
der gleiche Sättigungswert auch für beliebige h #0 bei niedrigen Temperaturen 
T—0 erreicht. In diesem Falle geht beim Einschalten von h = 0 auf sehr kleine 
Werte h die Magnetisierung von 1 = 0 sofort auf /M = Max Diese Eigenschaft 
zeigt besonders deutlich, daß nach Abschalten des störenden Temperatureinflusses 
(T—0) durch kleinste Magnetfelder I; bereits eine totale Ausrichtung der Magneten 
bewirkt werden kann, daß diese Ausrichtung also durch keinerlei innere Wechsel- 
wirkung behindert ist. Im besonderen Falle der Zustandsgleichung (4) herrscht 
also Wechselwirkungsfreiheit, und daher wird die innere Energie entsprechend 


(an). 6 


unabhängig von der Magnetisierung. Die Eigenschaften (4) und (5) hängen eng 
miteinander zusammen. Sie stellen das magnetische Analogon zu den Gleichungen 
(131.3) und (223.7) des idealen Gases dar. Bei kleinen Werten von Iı/r kann für 
die Gleichungen (4) die lineare Näherung 
M=Khjr h=rMIK (6) 
verwendet werden. 
Ferromagnetische Substanzen unterscheiden sich von den paramagnetischen 
dadurch, daß bei ihnen die gegenseitige Wechselwirkung der Elementarmagnete 
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einen maßgebenden Einfluß ausübt. Eine phänomenologische Beschreibung, die 
für magnetisierbare Substanzen eine ähnliche Bedeutung wie die VAN-DER-WAALS- 
sche Gleichung für reale Gase besitzt, kann auf folgende Weise gefunden werden: 
Wir fügen dem Magnetfeld I in (6) entsprechend 


hoh+h' l"=d9MIK (7) 


einen Zusatzterm ı’ hinzu (ähnlich wie zur Ableitung der VAN-DER-WAALSschen 
Gleichung p durch — p’ ergänzt wurde). h’ ist das von den Elementarmagneten 
selbst erzeugte innere Feld und daher proportional zu /M. Der Proportionalitäts- 
faktor wird‘ in der-Form 9/K eingeführt, weil 9 dann die Bedeutung einer 
charakteristischen Temperatur erhält. Je nachdem, ob die gegenseitige Wechsel- 
wirkung so beschaffen ist, daß sich benachbarte Elementarmagnete parallel oder 
antiparallel stellen, muß #> 0 oder #< 0 gewählt werden. In dieser halbempi- 
rischen Theorie wird die Größe ® genau wie K dem Experiment entnommen. Sie 
ist eine materialabhängige Größe und heißt CurıEetemperatur. Durch die Ein- 
führung von Ih’ in (6) berücksichtigen wir somit den Einfluß der inneren magne- 
tischen Wechselwirkung pauschal. Die so entstehende Zustandsgleichung erhält 
für schwache Felder /; die der Gleichung (6) entsprechende Form 


ch AT-9M 

M=K , (8) 
Dies ist das sogenannte CURIE-Weisssche Gesetz, das das Verhalten von Ferro- 
magneten bei Temperaturen r > ® recht gut beschreibt. Bei Temperaturen r <d 
hingegen überwiegt der Einfluß des inneren Feldes vollständig, und (8) gilt nicht 
mehr. Eine Magnetisierung N kann hier auch ohne äußeres Feld I stabil existieren. 


Beim Einschalten des Feldes /: (Verschieben des Wagens von Abb. 228 nach 
rechts) wird nunmehr nicht nur die in (3) angegebene Wechselwirkungsenergie 
— 11h als Arbeit benötigt (oder abgegeben), sondern es ist noch außerdem in E' 
die für das Parallelstellen erforderliche innere Wechselwirkungsenergie auf- 
zubringen. Wir gewinnen sie durch folgende heuristische Betrachtung: Während 
das äußere Feld sich gemäß I — I + d/ı ändert, findet der Zustandsgleichung 
entsprechend eine Veränderung der Magnetisierung statt. So wie — MI die Wech- 
selwirkung einer Magnetisierung 1 im äußeren Feld /ı beschreibt, setzen wir die 
Änderung der zusätzlichen und in (7) durch I’ beschriebenen inneren Wechsel- 
wirkung als — /’d/M an. Zum Einschalten 0 > M ist also die Energie 


AM 
AB= - [ wiman= A 9) 
0 


erforderlich. Die in (3) eingeführte innere Energie hängt also in der Form 


et 


u 


EV, T, MN) =EV, T, 0) (10) 
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von der Magnetisierung // ab. Dieser Ausdruck läßt wieder leicht erkennen, daß 

im Falle #> 0 der günstigste Energiezustand derjenige mit maximalem M ist, 
_ der also bei Parallelstellung der Elementarmagnete erreicht wird. Bei # < 0 hin- 
gegen ist der niedrigste Energiezustand derjenige mit N = 0 (Antiparallel- 
stellung). Die Analogie dieser Theorie zum VAN-DER-WAALsschen Gas betrifft 
auch Gleichung (10). Während nämlich die Energie des VAN-DER-WAALSschen 
Gases (227.5) aus einem nur von T und einem nur von V abhängigen Term be- 
steht, enthält (10) ganz entsprechend einen nur von T und einen nur von M 
abhängigen Term. 


Abschließend sei erwähnt, daß die hier durch anschauliche Überlegungen ge- 
fundenen Zusammenhänge zwischen (4) und (5) sowie zwischen (8) und (10) 
in [252] aus dem II. Hauptsatz der Thermodynamik streng abgeleitet werden. 


Übungsaufgaben 


22.1. Wieviel Wärme wird beim Stoppen eines Motorrads (v = 50 km/h, Gesamtmasse M, 
(Maschine + Fahrer) = 225 kg) erzeugt? Um wieviel Grad erwärmen sich die beiden 
Bremsbacken (M, = 0,5 kg, c = 0,2 kcal/kg grd)? 


22.2. Kohlendioxyd (M = 1 kg, c, = 6,6 kcal/kmol grd, m = 44 kg/kmol, vAN-DER-WAALS- 
sches Gas mit A?= 188 Nmt; 3 = 0,97: 10°? m?) im Anfangszustand 7, = 20 °C, 
V,= 0,5 m?. Der Endzustand (7, = 20°C, V,= 1m?) soll a) durch isotherme Expan- 
sion, b) isobare Expansion und anschließende isochore Abkühlung, c) isochore Abkühlung 
und anschließende isobare Expansion erreicht werden. Wie groß sind jeweils 4 und Q? 


22.3. Ideales Gas links vom Kolben (vgl. Abb.): p,, V,, 7. Feder (Federkonstante a) ent- 
spannt, Zusammendrücken wird durch Arretierung 
des Kolbens (Fläche F) verhindert. Das Gesamtsystem 
steht im Wärmebad 7. Endstellung des Kolbens nach 
Lösen der Arretierung? Wieviel Wärme wird dem Bad 
dabei entzogen? Welchen Betrag AQ müßte man bei 
reversibler Prozeßführung zusätzlich entnehmen? 
(Allgemeiner Fall und Grenzfall sehr harter Feder.) 


23 _ Energiesatz bei Zustandsänderungen 


Zusammenfassung: Die einem System isobar zugeführte Wärme wird teilweise zur Aus- 
dehnung verbraucht. Daher ist C(,> C',. Der I. Hauptsatz liefert für den Zusammenhang 
beider Größen einen allgemeinen Ausdruck, der beim idealen Gas die Form 0„-0,=R 
annimmt. Beim vAn-DER-Waausschen Gas wird C, - C, > R in Übereinstimmung mit der 
Erfahrung. Bei isobaren Prozessen ist es vorteilhaft, die Energie pV (der Vorrichtung zum 
Konstanthalten des Drucks) mit in das System einzubeziehen. Die Gesamtenergie des kom- 
binierten Systems H = E + pV wird als Enthalpie bezeichnet. In den Formeln für H, p 
und V vertauschen gegenüber früheren Formeln für Z, V und p die Größen V und > ihre 
Rollen. — Bei Zustandsänderungen magnetisierbarer Substanzen gelten die Beziehungen 
dE=8Q — Mdh—pdV unddEi=8Q + ıdM — pdV. Die zugehörigen Enthalpien können 
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wie vorher gebildet werden. Während Wärmezufuhr bei konstantem Volumen gemäß5Q, =dE 
die Energie des Systems erhöht, beeinflußt &Q, = dH die Enthalpie. Die gedrosselte Ent- 
spannung (JoULE-THoMson-Versuch) ist ein Prozeß konstanter Enthalpie. Er läßt beim 
idealen Gas wegen (9H/dp)r = 0 keine Temperaturänderung entstehen. Bei realen Gasen 
werden Temperaturänderungen dT > 0 beobachtet. Sie werden in der Linpeschen Maschine 
zur Luftverflüssigung ausgenutzt. — Bei chemischen Reaktionen bleibt die Gesamtmasse 
erhalten. Die Energiebilanz liefert die Wärmetönung Qi, als Differenz der inneren Energien 
vor und nach der Reaktion. Bei Reaktionen mit konstantem Druck fehlt in der Wärme- 
tönung ©, die zur Volumenänderung verbrauchte Arbeit. Die Temperaturabhängigkeit der 
Wärmetönungen wird durch die Wärmekapazitäten vor und nach der Reaktion bestimmt. 
Für die Schallgeschwindigkeit c wird die Beziehung c? = (dp/du).a abgeleitet. Bei adia- 
batischen Änderungen eines thermodynamischen Systems gilt die allgemeine Beziehung 
(dp/dW)a=y(dp/dV)„mit y= C,/C,>=1. Im pV-Diagramm verläuft die Schar der Adia- 
batenkurven daher steiler als die Schar der Isothermen. 


231 Wärmekapazitäten als Zustandsgrößen 


In Abb. 231.1 wird ein beliebiges thermodynamisches System im zylindrischen 
Gefäß betrachtet. Ein Kolben schließt dieses Gefäß oben ab. Für isochore Zu- 
standsänderungen ö V = 0 kann der Kolben festgeschraubt werden. Zur Durch- 
führung isobarer Zustandsänderungen 
öp = 0 kann er aber auch beweglich 
angeordnet und mit Gewichten versehen 
werden. Daneben seien zwei Wärme- 
behälter mit Temperaturen undr+ör 
vorhanden, die mit dem System Wärme 
austauschen können. In [113] wurde die 
dem System zugeführte Wärme durch Abb. 231.1. Schematische Anordnung zur 
5Q = Cör beschrieben, mit C als der Meung von On ©, 
Wärmekapazität. Es werden aber ver- 
schiedene Werte für C beobachtet, je nachdem, ob während der Wärmezufuhr 
‚und gleichzeitigen Temperaturänderung das Volumen oder der Druck konstant 
gehalten wurde. Aus diesem Grunde unter- 
scheiden wir die bei gleicher Temperaturdiffe- 
renz öT zugeführten Wärmen 


p 


FR 8Qy=Cyör und 8Q,= 0,örT (a) 


bei konstantem Volumen bzw. konstantem 
Druck. Cy + CO, sind die entsprechenden Wärme- 
v vv kapazitäten. 


Abb. 231.2. Kreisprozeß für die Mit der Anordnung von Abb. 231.1 führen 
Bestimmung von C', und C,. Tiso- ; ; e 

bare Erwärmung, II isochore Wir den im pV-Diagramm von Abb. 231.2 
Abkühlung, III isotherme Kom- dargestellten Kreisprozeß durch. Er besteht 


pression aus den Zustandsänderungen I, II und III, 
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bei denen sich die Zustandsgrößen entsprechend 


I II Il 
T —3 T7+ö070 — 7 Pr IEESUHEIBERRSENK., 
Derznee p — -ö6pP —D (2) 


v 


V— /+59/ — V/+5V/ 


ändern. Die Änderung I ist isobar. Bei ihr wird gerade soviel Wärme öQ; = 8Q, >0 
zugeführt, daß die obere Temperatur 7 + ö7 erreicht wird. Die Änderung II 
ist isochor. Es wird soviel Wärme 8Q; = öQ@y <0 abgeführt, daß wieder die 
untere Temperatur 7 erreicht wird. Bei der letzten Änderung III bleibt die Tem- 
peratur 7 konstant. Die in (2) auftretenden Größen 68 und öT entsprechen, wie 
die Betrachtung der Zustandsänderung I zeigt, den zueinander gehörenden 
Volumen- und Temperaturänderungen bei konstantem Druck. Daher gilt 


(eelar),- ) 


Ihr Verhältnis wird also durch die Zustandsgleichung in der aufgelösten Form 
V(r, p) oder r(V, p) bestimmt. 


Der I. Hauptsatz der Thermodynamik verlangt für diesen Kreisprozeß die 
Gültigkeit von 


0=$daB=dE,+dEH,+dEn= (60, +54,) + 5Qr+dEm(V,r). (4 


84A,<0 ist die dem System bei der Änderung I zugeführte (in Wirklichkeit ab- 
gegebene) Arbeit —p6V. 8Q, und 6Qy werden durch (1) ersetzt. Bei 6Qy aller- 
dings ist die zu II gehörige Temperaturdifferenz —ö7. Die Energieänderung d Eyır 
schließlich erfolgt bei konstanter Temperatur 7. Sie ist also —$V (dE/OV),, 
denn — 68V ist die Volumenänderung bei III. Unter diesen Voraussetzungen geht 
(4) in 

0= 0,87 - p8V- Oyör+ (7) (-57) (5) 

\9 /r 


über. Die Berücksichtigung von (3) liefert 


9er), “ 


für die Differenz der Wärmekapazitäten eines beliebigen physikalischen Systems. 
Sind also Zustandsgleichung V(p, 7) und Energie E(V, r) eines Systems be- 
kannt, so kann die Differenz der Wärmekapazitäten aus (6) unmittelbar ent- 
nommen werden. (In Verbindung mit dem II. Hauptsatz vereinfacht sich (6) 
später in (251.15) zu einem Ausdruck, der nur noch von der Zustandsgleichung 
allein abhängt.) 
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Diese Überlegungen zeigen, daß die bei konstantem Volumen bzw. Druck zu- 
geführten Wärmemengen 807 und 8Q, nicht gleich groß sein können, da sie ver- 
schiedenen Zustandsänderungen entsprechen. Im letzteren Falle muß mehr 
Wärme auf das System übertragen werden, da nicht nur die Temperatur des 
Systems auf r + ör erhöht wird, sondern sich darüber hinaus das Volumen auf 
V + 68V vergrößert. Das System gibt dabei gleichzeitig mechanische Arbeit ab, 
die von der Wärme 6Q, ebenfalls aufgebracht werden muß. 


Das gleiche Ergebnis (6) erhält man auf rein formalem Wege durch folgende 
Überlegung: Nach dem I. Hauptsatz und (225.3) gilt für jede Art von Wärme- 
zufuhr 


$Q-dEW,nıpdV= (‚ar -(r),+ »| av. M 


Halten wir während der Wärmezufuhr das Volumen konstant, setzen also d4V/ =. 
so zeigt der Vergleich von (7) mit (1), daß 


or- (2), 


die Wärmekapazität des Systems bei konstantem Volumen ist. 


(8) 


Andererseits läßt sich 6&Q durch die Änderungen von Temperatur dr und Druck 
dp beschreiben. Hierbei ist zu beachten, daß wegen der Zustandsgleichung 


av WEL 
av(p, n)= (5), dp (ar),d? (9) 
gilt. Beim Einsetzen von (8) und (9) in (7) entsteht 
‚[[s#\ | avı , [or 
iz (Gr), aller ‚tr (ar),8r]- us) 


Für Wärmezufuhr bei konstantem Druck, also unter der Bedingung dp = 0, 
vereinfacht sich diese Gleichung, und der Vergleich mit öQ, aus (1) liefert wieder (6). 


Die Anwendung von Gleichung (6) auf das ideale Gas erfolgt nach (223.7) und 


(131.3): er er RN | 
ar), (nn cn) 


Die Differenz der Wärmekapazitäten ist hier 


a 


also gleich der Gaskonstanten R. 


Bei der Anwendung von Gleichung (6) auf das vAn-DER-WaAaALssche Gas ist 


nach (227.3) R 
- o 
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zu verwenden. Für den anderen Koeffizienten in (6) wird (3) berücksichtigt, 
da sich die Zustandsgleichung des vAN-DER-WAALSschen Gases 


A? 
P+)W-M=Rr 14) 
nicht ohne weiteres nach V auflösen läßt. Der in (6) gesuchte Koeffizient ist 
art ao 1 A? 1 A? 2A? 
rear -Brr mr. 00 
Beim Einsetzen von (13), (3) und (15) in (6) entsteht 
+ A] 123 
0,-Cr=R = 

Ar 2A: 16 
En ((/-B) “ea 

Durch Einsetzen der Zustandsgleichung kann p eleminiert werden, so daß 

R 2 

Ev BR ll VRr) ie 


9 Vır Tır 
de Or» R(l+ £ )>R 
entsteht. Die weiteren Ausdrücke entstehen durch Vernachlässigung von Pro- 
dukten und Potenzen der Größen A? und ß, der letzte außerdem durch Ein- 
führung der von (132.8) her bekannten kritischen Größen. Er gilt für Gase, deren 
Verhalten nur wenig von dem idealer Gase abweicht. 

Sämtliche bisherigen Gleichungen gelten nach den Regeln von (131.11 bis 13) 
natürlich auch für die spezifischen und molaren intensiven Größen. Experimentelle 
Daten über die molaren Wärmekapazitäten bei Zimmertemperatur sind in 
Tabelle 231 für verschiedene typische Substanzen dargestellt. 


Tabelle 231. Experimentelle Werte der molaren Wärmekapazitäten für 15°C und lat 


z / keal |. e / keal 
°; kmolgrd P_ , kmolgrd 


1232] 23 Energiesatz bei Zustandsänderunggn 93 


Der genaue Wert der universellen Gaskonstanten ist 


kcal Ws 
r = 1,987 kmolgei —= 8317 Enelsd’ (18) 


Die Betrachtung der experimentellen Zahlenwerte zeigt, daß die Beziehung (12) 
des idealen Gases bei Zimmertemperaturen um so besser erfüllt wird, je niedriger 
die Siedetemperatur der betreffenden Substanz liegt. Die Abweichungen bei Sub- 
stanzen mit höherem Siedepunkt liefern größere Werte in Übereinstimmung mit 


(17). Die molekulare Theorie läßt für die molare Wärmekapazität nach (142.11) 
1 kcal : 


=> 


ö ET led (19) 


erwarten. Die Übereinstimmung mit dem Experiment ist weniger genau als für 
die Differenz ec, — c,. Trotzdem zeichnen sich deutlich drei Gruppen ab, die den 
ein-, zwei- und mehratomigen Molekülen entsprechen und theoretisch die Werte 
f=3, 5, 6 liefern sollten. Eine Ausnahmestellung nimmt Cl, wegen seiner hohen 
(in der Nähe der Zimmertemperatur liegenden) Siedetemperatur ein. Auch die 
viel zu großen Werte für CO, und CH, zeigen, daß neben den sechs Translations- 
und Rotationsfreiheitsgraden bereits weitere innere Freiheitsgrade am Tempe- 
raturgleichgewicht teilnehmen. 


In der letzten Spalte ist das Verhältnis der molaren Wärmekapazitäten c,/c, = 
C,/Cy angegeben, für das bei idealen Gasen 


._ tr, +2 
&% &% en f 0 


zu erwarten ist. Für ein-, zwei- und mehratomige Moleküle sind die Werte 1,67; 
1,40 und 1,33 zu erwarten. Die gemessenen Daten der Tabelle stehen hier wieder 
in guter Übereinstimmung mit der Theorie. Das Verhältnis c,/c, spielt bei den 
in [237] und [238] untersuchten adiabatischen Zustandsänderungen eine wichtige 
Rolle. 


232 Enthalpie bei isobaren Prozessen 


Die Darstellung (231.7 und 10) einer dem betrachteten thermodynamischen 
System zugeführten Wärmemenge ö@ ist einfach bei Änderungen vondrunddV, 
aber kompliziert bei solchen von dr und dp. Verhältnismäßig leicht läßt sich 
eine Darstellung mit den umgekehrten Eigenschaften finden. Zu diesem Zweck 


wird die Größe 
H=E+pV | (l) 


zunächst formal eingeführt und als Enthalpie bezeichnet. Für die Änderung der 
Enthalpie H eines Systems gilt wegen (1) und bei Berücksichtigung von (231.7) 


dH=dE+pdV + Vdp=8Q+ Vdp. (2) 
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Die zugeführte Wärmemenge 6@ läßt sich also wahlweise durch einen der beiden 


Ausdrücke 
6Q=dE+pdV/=dH- Vdp (3) 
darstellen. 


Nach (3) gilt bei isochoren Zustandsänderungen ö6Q = dE, so daß öQ die innere 
Energie erhöht. Bei isobaren Prozessen dagegen stimmt öQ mit dH überein und 
vergrößert somit die Enthalpie des Systems. Für Wärmezufuhr bei konstantem 
Volumen bzw. konstantem Druck gilt also ganz allgemein 


8Qy=dE 8Q,=dH. (4) 


So wie vorher die Energie als Zustandsfunktion E(V, r). angesehen wurde, be- 
trachten wir die Enthalpie als H (p, r). Um jetzt analog zu (231.7 und 10) die 
Wärme öQ durch dr und dp darzustellen, bilden wir 


aH aH 
80= dHlp, 1) - Vdp- (Gr), >). -v]ap. (5) 
Die Berücksichtigung der Zustandsgleichung p=»p(V, r) liefert 


v0] @ 


als Darstellung von öQ durch dr und dV. 


Diesen Gleichungen (5) und (6) ist folgendes abzulesen: Bei isobar, also mit 
dp = 0 zugeführter Wärme läßt (4) erkennen, daß 


(N 


die zugehörige Wärmekapazität bei konstantem Druck ist. Die isochor zugeführte 
Wärme kann Gleichung (6) unter der Bedingung dV = 0 entnommen werden 


und liefert 
Malern Fl @ 


als zugehörige Wärmekapazität. Der Vergleich der Formeln (5) bis (8) mit (231.6 
bis 10) zeigt, daß die Einführung der Enthalpie 4 durch 
(1) einen Formalismus liefert, bei dem bis auf gewisse 
Vorzeichenwechsel die Größen H, p, V die Rolle der 
früheren Größen E, V, p übernehmen. V und perscheinen 
dabei vertauscht. 


Abb. 232. System mit Um die physikalische Bedeutung der Enthalpie (1) zu 
konstantem Druck und untersuchen, betrachten wir das System von Abb. 232. 
Gesamtenergie H Die Masse m, auf dem beweglichen Kolben übt die 
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Kraft m,9 auf ihre Unterlage aus. Beim Kolbenquerschnitt F ist der Druck 
p = m,9/F, unabhängig von den sonstigen Bedingungen des Systems. Die nicht 
zur inneren Energie E des Systems gehörige potentielle Energie dieses Gewichts 
ist bekanntlich 


U=mgh=-IRF=pV. (9) 


Betrachten wir also das für isobare Prozesse in Abb. 232 zugrundegelegte Gesamt- 
system, bestehend aus dem thermodynamischen System und der Vorrichtung 
zum Konstanthalten des Drucks (in diesem Falle des Kolbengewichts), so ist 


dessen Energie 
Egs =E+U=E+pV=H. (10) 


Damit ist die Bedeutung der in (1) eingeführten Enthalpie 4 gefunden. Sie ist 
identisch mit der Gesamtenergie eines Systems, in das die Vorrichtung zum Kon- 
stanthalten des Drucks mit einbezogen ist. 

Die Enthalpie des idealen Gases folgt aus (225.6), (1) und der Zustandsgleichung 
pV=Rr zu 


T 
H = [drCy()+Rr+B,. (11) 
C, kann durch (231.12) eingeführt werden, so daß 
2 9oH 
H= T drC,(r) + H, (3), ) (12) 


gilt. Wegen (231.12) darf mit ©, (7) auch C,(r) nicht vom Volumen V abhängen. 
Dies hat zur Folge, daß die Enthalpie des idealen Gases nur von r allein abhängt. 
Die Druckunabhängigkeit von H folgt also hier ebenfalls aus dem Gay-Lussac- 
schen Versuch. 


233 Zustandsänderungen an magnetisierbaren Substanzen 


Als Beispiel eines Systems mit drei Freiheitsgraden betrachten wir die in [228] 
behandelte magnetisierbare Substanz. Die Gesamtenergie des Systems mit ein- 
bezogenem Dauermagneten war nach (228.3) durch 


E(V,r,1)=—-Mh+E\(V, r, M) (1) 


gegeben. Zwischen diesen Zustandsgrößen muß bei Zustandsänderungen daher 
die Beziehung : 
dE=—-Mdh—hdM+dE! (2) 


gelten. Wir fragen uns, wie sich E mit /, ändert, wenn die Substanz wärmeisoliert 
ist und bei konstantem Volumen gehalten wird, wenn also die Nebenbedingungen 
860 = 0 und 8V = 0 erfüllt sind. 
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Um diese Frage zu beantworten, denken wir uns das Magnetfeld von I nach 
h-+dh sehr rasch. verändert. Hierzu wird der Wagen von Abb. 228 ein wenig 
verschoben, jedoch so rasch, daß sich in der kurzen Zeit weder die Stellung der 
Elementarmagnete noch die Temperatur verändert hat. Dann bleibt neben 
dV=0 zunächst auch dr=0 und dAl=0 und nach (1) auch dE'=0. Die 
hierzu erforderliche Arbeit dE ist nach (2) daher — dh. Bei der nachfolgenden 
Gleichgewichtseinstellung bleiben ı +d/ und V unverändert und wegen der 
Wärmeisolation auch Z + dE. Diese drei Größen bestimmen den neuen Gleich- 
gewichtszustand eindeutig und damit auch die zugehörigen neuen Werte von M 
und 7. Die umgekehrte Änderung —d/: erfordert die Arbeit M(h+dh)dh®& 
» M(h)dl und überführt das System wieder in seinen ursprünglichen Zustand. 
Also ist die besprochene infinitesimale Zustandsänderung reversibel, und von der 
zugeführten Arbeit wurde nichts in Wärme verwandelt. Daher hat sie den gleichen 
Effekt wie eine quasistatisch durchgeführte adiabatisch-isochore Zustandsänderung 
und auch für diese ist 

(dE)aav = -Mdh (3) 
die zugeführte Arbeit. 

Lassen wir neben der Feldänderung d/: bei einer Zustandsänderung noch 
Wärmezufuhr und Volumenänderungen zu, so ändert sich die Energie des Gesamt- 
systems um 


dE=80- Mdh — pdV 
dE!=85Q+hdM-pdV. 


E(V/ r,}): 


4 
E\(V, 7, M): e 


Die zweite Gleichung enthält die Änderung der inneren Energie E' allein und wird 
aus (2) und der ersten Gleichung berechnet. Wir entnehmen den Gleichungen (2) 
und (4), daß E und E! sich hinsichtlich der Variabeln /M und Ih ähnlich verhalten 
wie H und E in [232] hinsichtlich der Variabeln V und p. Ferner ist den Glei- 
chungen (4) zu entnehmen, daß die spezifische Wärmekapazität verschiedene 
Werte ergibt, je nachdem, ob I oder /M konstant gehalten wird. Aus (4) folgt 


Cr, = (a7) r. ME (3) vM 


für die Darstellung der Wärmekapazitäten durch Zustandsfunktionen. 


e 


Zu E und Ei lassen sich die zugehörigen Enthalpien gemäß 


EEE EEE TEREDER ESS 
H(p,r,l)=E+pV dH =8Q - Mdh +Vdp 
H\(p, 7, M)=E+pV dHi=8Q-+hdM+ Vdp 
oH oHi (6) 
Oo - tom 0, MT (Fr). M 


einführen. Die letzte Zeile enthält wieder die zugehörigen Wärmekapazitäten, 
diesmal bei konstantem Druck 2. 
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Hier sei kurz erwähnt, daß für parelektrische Substanzen Gleichungen gelten, 
die zu (1), (4) und (5) ganz analog sind: 


E(V, T,e)= -De+EiV, r,D) 
dE=85Q-Dde—-pdV i ei 


i 


dEi-5Q0+edD- pdV ev. (3 


Inn 


234 JouLE-Tuomson-Versuch 


Von JoULE und THuomsox wurde der GayY-Lussacsche Überströmungsversuch 
unter verfeinerten Bedingungen wiederholt. Dabei wurden Temperaturänderungen 
beobachtet, die eine um so größere Rolle spielen, je mehr das Gas vom Verhalten 
des idealen Gases abweicht. Sie sollen hier am Beispiel des VAN-DER-WAALSschen 
Gasmodells besprochen werden. Die experimentelle Anordnung besteht nach 
Abb. 234 aus einer Röhre, die durch eine Wand mit kleiner Öffnung unterteilt 
ist. Links befindet sich unter 
dem Druck p, eine Substanz, 
von der ständig ein Teil durch 
die Öffnung nach rechts strömt. _— 
Zur Aufrechterhaltung des W % 

Drucks p, wird der linke Kolben Abb. 234. JouLe-Tuomson-Versuch 
allmählich nach rechts ge- 

schoben. Die rechts von der Wand vorhandene Gasmenge besitzt einen kleineren 
Druck p,<?,. Auch p, wird konstant gehalten. Um dies zu erreichen, wird der 
rechte Kolben mit entsprechend größerer Geschwindigkeit als der linke ebenfalls 
nach rechts bewegt. Bei Beginn des Prozesses befindet sich das gesamte Gas 
links im Volumen V, und der rechte Kolben direkt neben der Wand. Nach Ablauf 
des Prozesses befindet sich der linke Kolben neben der Wand, während sich das 
gesamte Gas im rechten Volumen V, > V, aufhält. Die beiden Drucke p, und p, 
sind dabei nach Voraussetzung konstant geblieben. 


ER) 


Bezeichnen wir die Energie vor der Durchströmung mit Z, und nachher mit #,, 
so muß 
BE, = BE, + MmVı - PaVr () 
aus folgenden Gründen gelten: Da die Vorrichtung wärmeisoliert war, kann die 
Energie im betrachteten Zeitabschnitt nur durch zu- und abgeführte mechanische 
Arbeit verändert werden. Von links wurde dem System die Arbeit [p,dV, = pı Vı 
zugeführt. Entsprechend wurde über den rechten Kolben die Arbeit 2,V, ab- 
gegeben. Daher muß die Energie um die Differenz p,Vı — 2,V, zunehmen. 
E, und E, in (1) sind die Energien der im betrachteten Zeitabschnitt nach rechts 


7 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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geströmten Substanz. Gleichung (1) läßt in der Form 


E,+mVı=B,+mV; (2) 


erkennen, daß dieser JouLE-THoMson-Versuch unter der Bedingung 


abläuft. Es handelt sich also um einen Prozeß mit konstanter Enthalpie, bei dem das 
Gas von einem Zustand mit dem Druck p, in einen solchen mit p, überführt wird. 


Beim idealen Gas ist die Enthalpie H nach (232.12) druckunabhängig. Da H 
hier nur von 7 abhängt, hat (3) die Bedingung 7, = z, zur Folge. Bei idealen 
Gasen also bewirkt der JouLE-THoMSoN-Versuch keine Temperaturänderung. 


Nunmehr soll die durch den JouLE-THomson-Versuch bewirkte Temperatur- 
änderung beim VAN-DER-WAALsschen Gas untersucht werden. Wir betrachten 
zu diesem Zweck einen Versuch unter den Voraussetzungen 


m=P Pp=p+dp dp<P0, (4) 


bei dem sich der Druck nur differentiell ändert. Die zugehörige Enthalpieänderung 
dH(p, 1) = (5), dr+(r ‚dp = f) (5) 


verschwindet wegen (3) bei diesem Prozeß. Diese Bedingung liefert die zu dp 
gehörige Temperaturänderung dr. Sie läßt mit (232.12) wieder direkt erkennen, 
daß beim idealen Gas dr = 0 wird. 


Zur Auswertung von (5) wird mit (232.7) die Wärmekapazität C,, eingeführt. 
Den zweiten Koeffizienten berechnen wir unter Zuhilfenahme von (232.1) und 
der Tatsache, daß in Z(V, r) das Volumen seinerseits eine Funktion Y (p, r) ist: 


(2), Er D. +), (Sl, +r (), © 


Die hier auftretenden Koeffizienten werden beim VAN-DER-WAALsschen Gas: 


aH\ A 
(ar), Fr 7) 
(er\-(22) -(& Rr Al 24 Rr 
9p)r \ar), \av We-R-rR- ve 
Für die durch (5) bewirkte Temperaturänderung entsteht somit 
__.dp (8H dp p+Ar/V® 
a e > (3), -2r 2% Br (8) 
WTW-BE 


nach einer Zwischenrechnung. 
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Endgültig ändert sich die Temperatur beim JouLE-Tuomsox-Versuch also um 


dr _ Ip B- (@A®/V®)(V -B)RT 
0, 1-(2A2/V9)(V-RBW/RT 


9) 


Der letzte Ausdruck entsteht wieder bei Vernachlässigung von höheren Gliedern 
in A? und ß. Er gilt für van-DER-WaaAussche Gase, die nur wenig vom 
idealen Verhalten abweichen. Dieses Ergebnis zeigt, daß beim idealen Gas 
(4=RB=0) keine Temperaturänderung entsteht. Beim VAN-DER-WaaAusschen 
Gas sind Temperaturänderungen dr Z 0 möglich. Wegen dp < 0 wird das Vor- 
zeichen von dr durch die Klammer im letzten Ausdruck von (9) bestimmt. Bei 
hohen Temperaturen r überwiegt das erste Glied, und es wird dr > 0. Bei tieferen 
Temperaturen überwiegt das zweite. Es entsteht eine Temperaturerniedrigung 
dr <0. Zur Erreichung tiefer Temperaturen kann dieser Effekt also nur aus- 
genutzt werden, wenn das Gas bereits eine hinreichend niedrige Temperatur besitzt. 
Dazwischen liegt eine @renztemperatur 7, mit dr = 0, für die wir unter Ver- 
wendung von (132.7) 


T,= RR "u (10) 


erhalten. Sie liegt also etwa beim siebenfachen Wert der kritischen Temperatur r,- 
des VAN-DER-WAALSschen Gases. Die beim JouLE-THomson-Versuch durch- 
geführte Zustandsänderung wird auch als gedrosselte Entspannung eines Gases 
bezeichnet. 


235 Die Lmpesche Luftverflüssigungsmaschine 


In der Lixpeschen Maschine wird das im vorigen Abschnitt besprochene 
Prinzip der gedrosselten Entspannung ausgenutzt, um Luft zu verflüssigen. 
Experimentell wird beobachtet, daß sich Luft bei der gedrosselten Entspannung 


Abb. 235. Schema des Gegenstrom- 
verfahrens bei der Linpeschen Luft- 
verflüssigungsmaschine 


von p = 200 at auf 1 at von Zimmertemperatur 25 °C = 298 °K auf 248 °K ab- 
kühlt. Da bei der gedrosselten Entspannung nach (234.3) die Enthalpie konstant 
bleibt, folgt hieraus 

H (200 at, 298°K) = H (lat, 248 °K) () 


für die Enthalpie der Luft. 


Die Temperatur 248 °K reicht nicht zur Verflüssigung aus. Aus diesem Grunde 
verwendet man entsprechend Abb. 235 ein Gegenstromverfahren, bei dem die 
Tr 
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von rechts einströmende Warmluft durch die von links zurückströmende Kalt- 
luft vorgekühlt wird. Dabei entsteht ein Wärmeaustausch bei konstantem Druck 
von 200 at bzw. l at, für den auch (232.4) 5Q, = dH gilt. An den Kühlschlangen 
wird also der zugeführten Luft Enthalpie entzogen und der wegströmenden 
Luft zugeführt. Beim Verlassen der Kühlschlangen hat die mit 1 at ausströmende 
Luft die Zimmertemperatur erreicht. Links im Behälter bleibt verflüssigte Luft 
zurück, die eine entsprechend kleinere Enthalpie besitzt. 


Die Enthalpieerhaltung wird also durch den Wärmeaustausch nicht gestört. 
Somit wird es möglich, den verflüssigten Luftanteil aus der Enthalpiebilanz zu 
berechnen. Hierzu sind noch folgende zwei Angaben über die Enthalpie der Luft 
erforderlich: Für die Wärmekapazität eines Kilomols Luft gilt 


oH kcal P 
= (ar), 6,7 ar bei lat, (2) 


so daß über weite Temperaturbereiche näherungsweise H®» 6,7 7 gesetzt werden 
kann. Ferner gilt für die Umwandlung vom gasförmigen in den flüssigen Zustand 
bei konstantem Druck für ein Kilomol 


H® = H?+1600kcal bei 90°K. (3) 


Die Verflüssigungstemperatur der Luft ist 90 °K bei lat. 


Mit x wird der verflüssigte Anteil der Luft bezeichnet. Die Bedingung dafür, 
daß die Enthalpie vor der Verflüssigung gleich der Enthalpie der flüssigen Phase 
und des herausströmenden Gases sein muß, lautet: 


H® (200 at, 298°K) = xH* (lat, 90°K) + (1— x) H® (lat, 298°K). (4) 
Für 1kmol Luft kann die linke Seite mit (1) durch 6,7 - 248 ersetzt werden. 


Auf der rechten Seite wird H* durch (3) und H® durch 6,7 - 90 ersetzt. Im letzten 
Term von (4) ist HE = 6,7 - 298. Somit entsteht die Bedingung 


6,7248 = x (6,7 - 90 — 1600) + (1 — x) 6,7298 (5) 


für den verflüssigten Anteil. Sie liefert x = 0,112. Etwa 11% der zugeführten 
komprimierten Luft werden also verflüssigt. 


236 (Chemische Reaktionen 


Eine einfache chemische Reaktion wird symbolisch durch 
BaAH+ 35B> Bı1z AB () 


dargestellt. Diese Gleichung besagt, daß 3, Moleküle der Substanz A zusammen 
mit 35 Molekülen der Substanz B bei der Reaktion in 34» Moleküle der Substanz 
AB umgewandelt werden (3 keine Vektoren!). Zum Beispiel gilt 


2H, -+0,>2(H,0). (2) 
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Da die chemische Reaktion Molekül für Molekül stattfindet, verhalten sich die 
bei der Gesamtreaktion (1) umgesetzten Gesamtmolekülzahlen N wie die Molekül- 
zahlen 3 der einzelnen Reaktion: 


Ni:NB:Nag = Bi: BB: Bas (3) 
Nach (131.6) aber hängen die Molekülzahlen N mit den Mengen Z über 
N=nZ n = 6,025 - 10° kmol-! (4) 


zusammen. n ist die von der speziellen Substanz unabhängige LoscHMiptsche 
Konstante. Daher gilt auch für die Molzahlen: 

Zi: Zu: Zug = Ba: Be: Bap- (5) 

Für eine zweckmäßigere Darstellung der Reaktion (1) empfiehlt sich folgende 

Umdefinition: Die charakteristischen Zahlen 3 werden als Mengen dimensioniert 

und in kmol angegeben. Dann bedeutet (1) die gleiche chemische Reaktion wie 


vorher, jedoch für L mal so viele Moleküle. 3, kmol der Substanz A,.... werden 
umgewandelt. Die Verhältnisgleichung (5) läßt sich in der Form 


Zı= Bd ZB = Bel Zus = Basl (6) 


durch Einführung eines dimensionslosen ‚„Laufparameters‘“ £ darstellen. & = 0 
charakterisiert den Beginn der Reaktion und & = 1 einen Zustand, bis zu dem 
34; 3p kmol umgesetzt wurden. Diese Umsatzmengen werden als ein ‚„Reaktions- 
umsatz‘“ bezeichnet. Entsprechend (6) bedeutet 3, die zu Z, gehörige, auf den 
Reaktionsumsatz bezogene Größe. Künftig werden alle auf den Reaktionsumsatz 
bezogenen Größen durch große deutsche Buchstaben charakterisiert. Für irgend- 
eine Größe A gilt dann U = A/L. 

Die beim Ablauf der Reaktion (1) umgesetzte Masse M, der Substanz A läßt 
sich daher durch 

M,= Nm = Zınmi = CBımı (7) 

darstellen. m, ist nach (131.11 und 12) das Molekulargewicht der Substanz A 
in kg-kmol-! und m“ die Masse eines einzelnen Moleküls der Sorte A. Ent- 
sprechende Gleichungen gelten für die Substanzen B und AB. Durch Elimination 
von & aus ihnen erhalten wir 


My: Mg: Mg = Bamı: Bump: Bapımag (8) 
für die Verhältnisse der umgesetzen Massen. 


Die Massen bleiben bei der chemischen Reaktion (1) erhalten. Diese Aussage 
findet für die einzelne Reaktion in der Gleichung 


Bam + Bnmb = Buumir (9) 
ihren Ausdruck. Mit den hier eingeführten Bezeichnungen kann sie auch in den 
verschiedenen Formen 


Bamı + Bemg = Zupmag Mı+ ME = Mıg Mı+Ms=M» | (0 
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dargestellt werden. Die erste entsteht aus (9) durch Multiplikation mit n, die 
zweite stimmt wegen M = M/{=mZ/ö =m mit der ersten überein. Die 
letzte Gleichung (10) folgt aus der zweiten durch Multiplikation mit dem Lauf- 
parameter & der Reaktion. 


Für die Energiebilanz der chemischen Reaktion gilt 
Ei + Cs = Eis + Or. (11) 


Dabei wird vorausgesetzt, daß die Reaktion bei konstant gehaltenem Volumen V 
stattfindet. Oy ist die bei der Reaktion in Form von Wärme freiwerdende, auf 
den Reaktionsumsatz bezogene Energie. Sie wird als Wärmetönung bezeichnet 
und im allgemeinen in kcal gemessen. Die Reaktionsrichtung ist dabei im Sinne 
des Pfeils von (1) angenommen. Je nachdem, ob Oy 2 0 ist, wird die Reaktion 
als exotherm oder endotherm bezeichnet. (Die meisten Prozesse laufen in exo- 
thermer Richtung.) Bei umgekehrtem Reaktionsverlauf in (1) würde —QOy ent- 
stehen. Zum Verständnis dieser Gleichung wird mit (232.4) daran erinnert, daß 
Wärmezufuhr oder -abfuhr bei konstantem Volumen die innere Energie ändert. 
Verläuft die Reaktion, wie das in der Praxis meist der Fall ist, bei konstantem 
Druck, so gilt ebenfalls wegen (232.4) 


| Da + Op = Hau + D- (12) 


Die Wärmetönung O, bei konstantem Druck ist gleich der Differenz der Enthal- 
pien im Anfangszustand 9, + 9» und im Endzustand H4z- Natürlich sind O7- 
und ©, voneinander verschieden, da im letzten Fall (12) von der chemischen 
Energie ja auch noch die Arbeit zum Vergrößern oder Verkleinern des Volumens 
aufgebracht werden muß. 


Die Enthalpie von 1 kmol der Substanz A wird mit [A], (A) oder {A} bezeichnet, 
je nachdem ob diese Substanz sich im festen, flüssigen oder gasförmigen Zustand 
befindet. Als Beispiel einer Reaktion, in der nur feste Aggregatzustände auftreten, 
sei 


[Pb] + [S] = [PbS] + 18400 kcal (13) 


angeführt. Die Reaktion ist exotherm, mit einer Wärmetönung O, = 18400 kcal. 
Auch das Schmelzen von Eis kann mit dieser Symbolik als (endotherme) chemische 
Reaktion geschrieben werden: 


[H,0] = (H,0) — 18 79,7 kcal. (14) 
Entsprechend ist das Einfrieren des Wassers eine exotherme Reaktion. 


Der I. Hauptsatz der Thermodynamik hat für chemische Reaktionen zur Folge, 
daß für eine Kette aufeinanderfolgender Reaktionen die Gesamtwärmetönung 
unabhängig davon ist, in welcher Reihenfolge die Reaktionen durchlaufen werden. 
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Als Beispiel sei 1 
[C1+ 3 (0) = {CO} + 29000 keal 


{CO} + 4-{0,} = (CO,} + 68000 kcal (15) 


[C] +  {0,} = {CO,} + 97000 kcal 


angeführt. Die Wärmetönung bei der Verbrennung von Kohle ist unabhängig 
davon, ob CO, direkt oder auf dem Umweg über CO erzeugt wird. Von den drei 
in (15) angegebenen Wärmetönungen brauchen daher nur zwei durch das Experi- 
ment bestimmt zu werden. 


Weitere Schlüsse lassen sich vom I. Hauptsatz auf die Temperaturabhängigkeit 
der Wärmetönung ziehen. Wir betrachten eine allgemeinere Reaktion, bei der 
gewisse Anfangssubstanzen (Index a) sich in gewisse Endsubstanzen (Index e) 
verwandeln. Dann sind 


E=-YE, = 3% und E-IE = 3% (16) 
die auf den Reaktionsumsatz bezogenen Energien, und 
JE=-Ü-E=-A= —Or (17) 


ist die während der Reaktion zugeführte Energie, die wegen dV = O durch Wärme 
allein aufgebracht (oder im Falle AD, = —&y < 0 entzogen) wird. Für Reak- 
tionen mit dp = 0 lauten die entsprechenden Gleichungen 


9- NHL Babe und H-YH- N Eh, (18) 


49=9-9=-4,= -%. 


Die Temperaturabhängigkeit der Größen (17) bzw. (18) erhalten wir durch 
Differenzieren nach Tr, wobei V bzw. p konstant gehalten wird. Im ersten Falle 
entsteht 


(2), 26. - EC) (19) 


und im zweiten Falle 


In 
(CI 20) 
In beiden Gleichungen sind die zum Anfangs- und Endzustand gehörigen Kom- 
ponenten einzeln aufgeführt und mit dem Index a bzw. e versehen. 
Als ein Beispiel für (20) wird der Schmelzprozeß (14) betrachtet. Auf Grund 
der experimentellen Daten gilt für 1 kg Substanz 


( 98, ),= Cyis — O Wasser = 0,49 kcalgrd! — 1,00 kcalgrd"= — 0,5lkealgrd-!. (21) 


ar 
In der Umgebung des Eispunktes gilt daher (bei Normaldruck) 
Q,(r) = 79,7 kcal — 0,51 kcal (9/°C) (22) 


für die Temperaturabhängigkeit der Schmelzwärme. 
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Eine allgemeine Reaktion zwischen Gasen lautet 
Ba{A) + Bn{B}= Bun{AB) + ©. (23) 


Die Molzahldifferenz ist hierbei 43 = Zu — Ba — 3p- Sie ist entscheidend für 
den Unterschied zwischen den Wärmetönungen O, und O,, denn nach (17) und (18) 
gilt auf Grund der Enthalpiedefinition (232.1), wegen p’ = p und wegen (223.7) 


Q,=0pr-PAB A8=-VB-% mit 3=32v und V-%3v. (24) 


Diese Gleichung besagt, daß bei der Wärmetönung Q, gegenüber Oy die Arbeit 
pA® fehlt, die zur Volumenveränderung AB verwendet wurde. A® spielt nur 
bei Substanzen im gasförmigen Aggregatzustand eine wesentliche Rolle und auch 
dort nur, wenn sich die Molzahlen der gasförmigen Phasen um 13=3' — 3 = 
23a — 23. $ V ändern. Die Duierenz der Wärmetönungen kann mit der idealen 
Gasgleichung näherungsweise als 


Q,—- Or= —-PpA®B=-ABır (25) 


abgeschätzt werden. Bei gleichem Druck p besitzen nämlich alle (unvermischt 
gedachten) Bestandteile wegen pv = rr das gleiche Molvolumen. ®, = 8; v ist 
das Teilvolumen der Substanz : und AQ = A3 v die gesamte Volumendifferenz. 
Die Wärmetönungen sind nach (25) also nur voneinander verschieden, wenn sich 
bei der Reaktion die Molzahl der gasförmigen Phasen um 43 = 0 ändert. 


Abschließend soll ein Überbliek über den bei chemischen Reaktionen statt- 
findenden molekularen Energieumsatz gegeben werden. Die für solche molekularen 
Energien geeignete Einheit ist 


leV = 1,602 - 10°1? As-1 V = 1,602. 10-1 Ws. (26). 


Das ist die Energie, die ein Elektron an Bewegungsenergie gewinnt oder verliert, 
wenn es eine elektrische Potentialdifferenz von 1 Volt durchläuft. Das eine im 
Wasserstoff gebundene Elektron besitzt eine Bindungsenergie von 13,59 eV. 
Diese Arbeit ist erforderlich, um das Elektron aus dem Wasserstoffatom heraus- 
zuziehen. Da es bedeutend leichter ist, chemische Reaktionen durchzuführen als 
Atome zu ionisieren, müssen die chemischen Bindungsenergien, mit denen die 
Atome im Molekül gebunden sind, erheblich kleiner sein. Sie liegen in der Größen- 
ordnung von 10% der Bindungsenergie des Wasserstoffelektrons, also bei 1eV. 


Mit dieser, Energie vergleichen wir die Wärmeenergie kr von zwei Freiheits- 
graden bei einer Temperatur 7 = 1 °K. Nach (141.10) gilt 


kr=1,380-10°?Ws bei r=1°K. (27) 
Der Vergleich von (26) und (27) zeigt die Äquivalenz von 


1eV - 11605 °K. (28) 
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Diese Beziehung besagt, daß bei etwa 10? °K die kinetischen Energien der ein- 
zelnen Atome die Größenordnung von 1eV besitzen, also die Größenordnung 
chemischer Bindungsenergien. So wird verständlich, daß derartige Temperaturen 
ausreichen, um die meisten chemischen Bindungen zu zerstören. 


Auch die in kcal/kmol angegebenen Wärmetönungen & sollen auf das einzelne 
Molekül bezogen werden. Dabei ergibt sich nach (222.2) \ 


lkcal _ 4185 Ws 


kmol = 5.025.108 = 0,695 ® 10-® Ws. (29) 


Der Vergleich mit (26) liefert 


1eV 23060 0. (30) 


Diese Beziehung besagt, daß bei einer (isochoren) chemischen Reaktion mit der 
Wärmetönung 23060 kcal/kmol die Energie von l1eV pro Einzelmolekül auf- 
genommen oder freigemacht wird. Aus den Gleichungen (13) bis (15) lassen sich 
so die zugehörigen molekularen Bindungsenergien in eV unmittelbar entnehmen. 


237 Berechnung der Schallgeschwindigkeit 


Die Schallausbreitung im Gas soll untersucht werden. Zur Vereinfachung 
werden nur ebene Schallwellen betrachtet, die sich entsprechend Abb. 237 in 
x-Richtung ausbreiten. Wir untersuchen die Fortpflanzung 
des Schalls in einem infinitesimalen Volumenelement 
dV = Fd«. Dort finden Schwankungen des Drucks p und 
der Dichte u = M/V statt sowie Substanzströmungen, 
vi) x deren Geschwindigkeit mit v bezeichnet wird. 


y 


Zur Beschreibung der physikalischen Situation be- 

a achten wir die folgenden fünf Gesichtspunkte: 1. Bei 

Abb. 237. Wirkung des Druckdifferenz wirkt auf das betrachtete Volumen die 
Schalldrucks auf ein Kraft 

Volumenelement dK= [p (x) ” p(x an da)]F en SP Far. (1) 


2. Nach dem Newroxschen Grundgesetz wird die in dV vorhandene Masse dM 
entsprechend 


9% 
dK=dMN dM =udV =uFdx (2) 


beschleunigt. Eine sorgfältigere Analyse dieser hydrodynamischen Grundgleichung 
liefert noch ein zweites in v quadratisches Glied, das aber wegen 5. als klein ver- 
nachlässigt wird. 
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3. Zwischen Druck p und Dichte « vermittelt die Zustandsgleichung der Substanz 
einen Zusammenhang von der Art 
dp _, 
= -—-=d. 3 
p=p(u) dar° (3) 
Die in der letzten Gleichung definierte Größe c besitzt die Dimension einer Ge- 
schwindigkeit. (p hat die gleiche Dimension wie eine Energiedichte #v2.) 


4. Bei stattfindenden Substanzbewegungen kann Masse weder erzeugt werden noch 
verschwinden. Diese Bedingung wird durch die bekannte Kontinuitätsgleichung 


LE (4) 


gewährleistet, mit wo» als der Massenstromdichte (siehe auch (122.8) für die 
Wärmestromdichte). 


5. Beim Schall entstehen nur kleine Schwankungen um die Mittelwerte von p 
und u. Die auftretenden Geschwindigkeiten v bleiben ebenfalls klein. Daher 
können in den Gleichungen (1) bis (4) alle Produkte und Potenzen von v und den 
Änderungen von u, p und c? vernachlässigt werden. 


Aus den Bedingungen 1., 2. und 3. folgt für die Schallsehwankungen 


9% ap dp ou 2 du 
ir; 9 du 92 Fe (6) 
Eine nochmalige Zeitableitung von u in (4) liefert unter Berücksichtigung von 5. 
u 9 dw 8 dm 9  W 
ee ua Kar ati (6) 


Im letzten Ausdruck ist das Glied (d4/dt)v als klein von zweiter Ordnung fort- 
gelassen. Beim Einsetzen von (5) in (6) entsteht 


u u 
ar M 


Auch hier kann c? neben der Dichteänderung als konstant angesehen werden, da 
die Abweichungen klein von höherer Ordnung sind. 


Gleichung (7) läßt sich in der Form 


1 9 9? 
1 38 - sale 0-0 | (8) 


darstellen. Sie wird als eindimensionale Wellengleichung bezeichnet. Ihre Lösungen 


sind 
u) =fRF eh) (9) 


und bestehen aus der Gesamtheit aller Funktionen f zu einem einzigen Argument. 
Es handelt sich in (9) um Wellen, die ohne Formveränderung mit der Geschwindig- 
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keit c nach rechts bzw. links laufen. Die Stelle f(0) der Wellenkurve, die sich zur 
Anfangszeit t = 0 beix = 0 befindet, befindet sich nach (9) zur Zeitibeir = +ct. 
Die in (3) eingeführte Größe c ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit des 
Schalls. 


Beim idealen Gas hat die Zustandsgleichung (3) die Form 


p=- = Hrr=urr. (10) 
Würden die Schwankungen bei konstanter Temperatur stattfinden, so erhielten wir 
dp p 
UBER] 15... A WERE, BE 
c -(&), a FT. (11) 


Auf die molekularen Eigenschaften (141.9 und 10) des idealen Gases bezogen, 
bedeutet dies " 
= kr/m, = WB = u. 


(12) 


_ Die Schallgeschwindigkeit stimmt also größenordnungsmäßig mit der mittleren 
Molekülgeschwindigkeit überein. Daß die Schwankungen dp und du isotherm 
stattfinden, hat allerdings zur Voraussetzung, daß Kompressionen und Expan- 
sionen des Volumenelements von Abb. 237 so langsam stattfinden, daß in jeder 
Phase genügend Zeit für einen Temp>raturausgleich mit der Umgebung ist. Tat- 
sächlich ist aber gerade das Umgekehrte der Fall: Während der Schall sich rasch 
ausbreitet (in der Luft unter Normalbedingungen mit c = 330 ms"), findet die 
in [12] untersuchte Wärmeleitung nur sehr langsam statt. Die in (3) be- 
trachteten Schwankungen finden also unter Nebenbedingungen statt, die völliger 
Wärmeisolation (aus Zeitmangel!) entsprechen. Es handelt sich somit um adiabati- 
sche Zustandsänderungen (80 = 0). Für solche adiabatischen Änderungen gilt, wie 
im nächsten Abschnitt gezeigt wird, 


er 


Der hinzutretende Faktor y wurde in Tabelle 231 für einige Substanzen bereits 
angegeben. 


238 Adiabatische Zustandsänderungen 


In diesem Abschnitt werden adiabatische Zustandsänderungen von Systemen 
mit zwei thermodynamischen Freiheitsgraden untersucht. Sie unterliegen der 
Nebenbedingung dQ =0. Die Größe &Q kann mit (232.3) und den Gleichungen 
(231.7) und (232.5) in den verschiedenen Formen 


5Q-dE+pdV = Oydr+ (Sr),+ v|av 


= dH — Vap=0,dr +| (3) - Var = 
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beschrieben werden. Jeder dieser Ausdrücke liefert für die Bedingung 69 = 0 
eine Beziehung zwischen den gleichzeitigen Änderungen zweier Zustandsgrößen. 
Über die Zustandsgleichung p = p(V, r) hinaus läßt sich bei adiabatischen Zu- 
standsänderungen je eine Beziehung V(r), p(r) und p(V) auffinden, siehe [136]. 
Setzen wir in Gleichung (1) 
8Q9=0, (2) 
so folgt aus dem zweiten Ausdruck der obigen Gleichung für dV und dr bei 
adiabatischer Zustandsänderung 
(4) PEN. 2 
AT Jaa 9E ) 2 (3) 
T 
Für den Zusammenhang zwischen Druck und Temperatur folgt entsprechend 
aus dem letzten Ausdruck von (1) 


(32) wa 
dr Jaa (2) _y (4) 
op /r 
Schließlich folgt aus der Division von (4) durch (3) 
oE 
(57) Pr c, (ar),t? (5) 
AV Jaä 


C, 10H 
er 
für den Zusammenhang zwischen Druck p und Volumen V bei adiabatischer 
Zustandsänderung. Den entsprechenden Zusammenhang bei isothermer Zustands- 
änderung erhalten wir ebenfalls aus der allgemeingültigen Gleichung (1) mit 
ör = 0 und ohne (2), wenn wir den zweiten und vierten Ausdruck für öQ mitein- 
ander vergleichen. Dabei entsteht 


(Fr) + 
(dr) _ \öra"? (6) 
ee 
9P /r 
Der Vergleich von (5) und (6) liefert 
dp\ _ dp EG 
lan) (ar), en M 


Bei Einführung der Dichte u = M/V entsteht mit du = — (M/V?)dV die ent- 
sprechende Gleichung (237.13) mit u statt V. 


In (251.16) wird bewiesen, daß für beliebige Systeme stets C,> C'y ist. Hier- 
aus folgt für die in (7) eingeführte Größe y> 1. Für die durch (6) und (7) be- 
schriebenen und in Abb. 238 dargestellten Isothermen und Adiabaten bedeutet 
dies, daß die letzteren im pV-Diagramm im allgemeinen steiler ansteigen bzw. 
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abfallen als die Isothermen. Der Fall gleicher Steilheit mit y=1 und 0,=(y 
tritt nur an einzelnen Stellen des Diagramms auf, wo gerade (9 V/dr), = 0 ist 
(Wasser: 4°C bei Normaldruck). 


Die Schar der Adiabatenkurven soll für das ideale Gas berechnet werden. 


 Auiebaier Während für die Isothermen 


ap\_ a KBr__ Br _P (8) 
(ar), ar ’ ee vv 

gilt, folgt aus (7) für adiabatische Änderungen die 

Nsothermen Gleichung dp _ p (9 

i wir 


Abb. 238. Isothermen und In der separierten Form 
Adiabaten in der pV-Ebene. ä av 
Die Adiabaten sind steiler Et ee 0 (10) 
als die Isothermen pP 
läßt sie sich unmittelbar zu 


2 +, = dnp) + ydlınV) =dnpPN)=0 a) 


zusammenfassen und integrieren. Es gilt daher 


für den Zusammenhang p(V). Formen wir die linke Seite von (12) um in 
pV VY-! = RrV’, so erhalten wir mit 


TV?! = konst. (13) 


den adiabatischen Zusammenhang 7 (r). Schließlich bilden wir die y-te Wurzel 
aus (12), schreiben sie als 2’ V = p'”Rr/p und erhalten die Bedingung 
1 
-1 
rp’ 
für den Zusammenhang p(r). Die gesamte Schar der Adiabatenkurven im pV- 
Diagramm wird durch (12) geliefert, mit verschiedenen Werten für die Konstante 
rechts. 


= konst. (14) 


Übungsaufgaben 


23.1. Zum JouLE-Tuomson-Effekt: Aus (234.8) leite man die Kurve » = p(V) ab, die den 
Bereich mit (p/9T)z > 0 abgrenzt. Unter welche Temperatur muß ein Gas mindestens 
vorgekühlt sein, um bei gedrosselter Entspannung Abkühlung zu liefern? 


23.2. a) 1 kmol Ozon zerfällt nach der Gleichung {O,} — ®/3{0;} + ©, mit ©, = 34,5 - 10° kcal 
bei 7 = 18°C vollständig in Sauerstoff. Wie ändert sich die innere Energie? Wie groß 
ist der kinetische Anteil A&,.? (Vibrationen vernachlässigen !). 
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b) ?/,kmolN, und ®/,kmolH, setzen sich nach der Gleichung 1/,{N,} + 3/,{H,} > 
> {NH,} +0, mit ©, = 11,0-10° kcal bei 7 = 18°C vollständig in Ammoniak um. 
Gesucht sind wie in a) AE und Afyn- 


23.3. Die Anordnung von [Ü 22.3] sei wärmeisoliert. Welche 
Endstellung nimmt der Kolben a) bei rascher, b) bei 
quasistationärer Expansion ein? (Spezialfall: hoher 
Druck 9, und weiche Feder). 


23.4. Mit dem Gas aus [Ü 22.2] wird folgender Kreisprozeß 
durchgeführt: isotherme Expansion Y,— V;, isochore 
Abkühlung, adiabatische Kompression. Wie groß ist A? 
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Zusammenfassung: Im pV-Diagramm bilden die Isothermen eine Kurvenschar 
T(p,V)=konst. Um die Schar der Adiabatenkurven entsprechend durch eine Funktion 
D(p,V) = konst darzustellen, muß ein Adiabatenparameter D angegeben werden. Er besitzt 
die Eigenschaft dD = 8Q/f. Der zunächst unbekannte integrierende Nenner f(p, V) kann bei 
speziellen thermodynamischen Systemen aufgesucht werden. Für das ideale und das VAN-DER- 
Wauussche Gas wird f = T gefunden. Der reversibel geführte CArnotsche Kreisprozeß liefert 
beim idealen Gas 7. = (7, — T,)/T,. Bei irreversibler Prozeßführung ist n kleiner. — Als 
II. Hauptsatz der Thermodynamik wird der Satz von der Unmöglichkeit eines PM II (Per- 
petuum mobile II. Art) formuliert. Er charakterisiert irreversible Prozesse als solche, deren 
Umkehrung die Konstruktion eines PM II ermöglichen würde. Hierzu gehören Reibungs- 
vorgänge aller Art, der Gay-Lussacsche Versuch und die Diffusion von zwei idealen Gasen. 
Die Aussage von der Unmöglichkeit des PM II ist einerseits mit der Behauptung gleichwertig, 
daß jeder reversibel geführte CARNoTprozeß mit beliebigem System den gleichen Wirkungs- 
grad n« besitzen muß wie beim idealen Gas, und andererseits mit der Behauptung, daß die 
durch d$S = öQ/T definierte Entropie 8 eine thermodynamische Zustandsgröße ist. Damit 
ist 5 der gesuchte allgemeine Adiabatenparameter, und der integrierende Nenner besitzt für 
alle thermodynamischen Systeme die Form f(p, V) = 7(p, V). Zur numerischen Berechnung 
der Entropie werden empirische Formeln angegeben. 


241 Adiabatenparameter 


Im pV-Diagramm von Abb. 241 sind ? 
die Kurvenscharen.der Isothermen und 
Adiabaten irgendeines thermodyna- 
mischen Systems eingetragen. Allgemein 
erhalten wir die Kurvenschar der Iso- 
thermen durch entsprechende Umfor- 
mung.der Zustandsgleichungin der Form 


(pP, V)=T,,T2..-:. () 
i Pe: Abb. 241. Kurvenscharen der Isothermen 
Jedem 7-Wert entspricht dabei eine T,<T,<T,<:-:- und Adiabaten 


andere Isotherme. D,<D,<D,< --: im pV-Diagramm 
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Die Adiabaten erhalten wir als Lösungen der Differentialgleichung (238.5 
oder 7). Da wir das System im übrigen als bekannt voraussetzen, sind die rechten 
Seiten dieser Gleichungen gegebene Funktionen von p und V. Die Adiabaten 
ergeben als Lösungen der Differentialgleichung ebenfalls eine vollständige Kurven- 
schar im pV-Diagramm. Es müßte deshalb prinzipiell möglich sein, auch diese 
Kurvenschar analog zu (1) in der Form 


D(p,V)=D,,D,,... (2) 


darzustellen. Jedem D-Wert auf der rechten Seite würde dabei eine andere Kurve 
entsprechen. Für das ideale Gas ist eine solche Darstellung bereits durch (238.12) 


gegeben, wobei die dortige Konstante die Rolle des Adiabatenparameters D in (2) 
übernimmt. 


Für beliebige thermodynamische Systeme ist die Aufgabe, einen Adiabaten- 
parameter zu finden, nicht so ohne weiteres zu lösen. Jede der Kurven (1) genügt 
der Bedingung dr = 0, jede der Kurven (2) der Bedingung 8Q = 0. Da z eine 
Zustandsgröße und dr somit vollständiges Differential ist, läßt sich die erstere 
Bedingung in der Form r(p, V) = konst angeben. Entsprechendes ist für die 
zweite Bedingung unmöglich, da die Wärme keine Zustandsgröße ist und 6Q 
daher kein vollständiges Differential darstellt. Andererseits muß es nach (2) einen 
Adiabatenparameter D(p,V) prinzipiell geben. Zwei Punkte der pV-Ebene, die 
auf der gleichen Adiabate liegen, erfüllen die Bedingung 6Q = 0 und nach Defi- 
nition des Adiabatenparameters auch die Bedingung dD = 0. Wir können daher 
ohne weiteres die Forderungen 


dD3S0 wenn 5930 (3) 


für den aufzusuchenden Adiabatenparameter D erheben, und dD kann propor- 
tional zu 6Q angesetzt werden. 


Während aber die Differenz d.D des Parameters für alle Punkte zweier benach- 
barter Adiabaten nach Definition gleich groß sein muß, entstehen für die Wärme- 
menge ö@ ganz verschiedene Werte, je nachdem, welche zwei Punkte benach- 
barter Adiabaten durch Zustandsänderung verbunden werden. Dies ist leicht ein- 
zusehen, da zwischen diesen beiden Punkten je nach Lage auf den Adiabaten 
unterschiedliche Temperaturdifferenzen bestehen und öQ außerdem noch vom 
Weg im p V-Diagramm abhängt, auf dem die Zustandsänderung vollzogen werden 
soll. Es wird weiter unten an konkreten Beispielen explizit gezeigt. Für den Zu- 
sammenhang zwischen dD und öQ kann daher nur ein Ansatz von der allgemeinen 


Form 


gemacht werden. Der „integrierende Nenner“ f(p, V) in dD = 89/f variiert auf 
der pV-Ebene. Um also den Adiabatenparameter D durch Integration von (4) 
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zu finden, muß der integrierende Nenner f(p,V) zuvor durch die Forderung be- 
stimmt werden, daß das Integral in (4) vom Integrationsweg in der p V-Ebene 
unabhängig wird. 

Beim idealen Gas ist es leicht, einen solchen integrierenden Nenner f(p, V) 
aufzufinden. Zunächst stellen wir gemäß (225.3) die zugeführte Wärme öQ von (4) 
entsprechend 


5Q-dB+paV = Ordr + (Sy), +p|ar (5) 


durch Zustandsfunktionen dar. Das ideale Gas besitzt nach (223.7) und (225.5) 
die Eigenschaften 


9E\ _ öl, 
(ar), Gr), S (6) 
Hier entsteht also 
8Q=-Cyla)dr+ av (7) 


für die zugeführte Wärme. Würde man diese Gleichung über ein Wegstück 
V.,7,> Vı,7, des Zustandsdiagramms (in diesem Falle rV-Diagramm) inte- 
grieren, so wäre der erste Term nur von r, und 7,, also von Anfangs- und Endzu- 
stand, abhängig. Bei der Integration des zweiten würde sich die Anwesenheit 
von r störend bemerkbar machen. Dieser zweite Term ließe sich nur integrieren, 
wenn die Änderung der Temperatur z mit dem Volumen V in Form eines Zu- 
sammenhangs r(V) bekannt wäre. r(V) ist aber die speziell durchlaufene Weg- 
kurve. Somit hängt der zweite Term vom Wege ab. 


Diese Überlegung zeigt am Beispiel des idealen Gases ganz explizit, warum 
die Wärmemenge Q keine Zustandsgröße eines thermodynamischen Systems sein 
kann. Sie läßt aber auch gleichzeitig erkennen, wie man zu dem gesuchten 
Adiabatenparameter (4) kommt. Dividieren wir nämlich (7) durch r, so entsteht 
mit 


Q C,(T)dr dV 
Tr : q +R v (8) 


dD= 
ein Ausdruck, dessen Integral tatsächlich nur noch vom Anfangszustand V,,7, 
und Endzustand V,,7, abhängt. Bei Integration von V,,7,—> V,,7, ist das 
Ergebnis 


V,7i 9%;F: 7; Vv, 
ö C,(r)d Rav 
DV,n)-DW,m)- [ aD= | FE En et) 
Vo, To V.To T, v 


und D(V, r) ist eine Zustandsgröße des idealen Gases. Bei konstanter Wärme- 
kapazität C';, gilt bis auf eine beliebige additive Integrationskonstante 


DW, n)=Crinr+ RlnV =In(rer VR). | (10) 
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Adiabatische Zustandsänderungen können jetzt durch die Bedingung D = konst. 
charakterisiert werden. Übrigens stimmt D mit der Konstanten in (238.13) bis 
auf eine monotone Transformation überein. 


‚Auch für das van-DER-WaaAussche Gas läßt sich ein Adiabatenparameter leicht 
angeben. Die Eigenschaften 


HA 80,\ _ 
ar). zZ (Fr. en 
überführen (5) unter Verwendung der Zustandsgleichung (132.4) in 


® R 
50 = Ovtn)dr + (Ga +P)dV = Ortn)dr + yo 


Auch diese Gleichung wird wie vorher (7) nach Division durch r integrabel. Für 
den Adiabatenparameter gilt 


av. (12) 


V. 


Dv,n)-DVsm)= | 


Vo, To 


af oyn)d  Rav 
T)aT 

cn em 
To o 


und eine adiabatische Änderung des vVANn-DER-WAALSschen Gases erfolgt bei 
konstanter Wärmekapazität unter der Bedingung 


rer (V — B)R=konst. | (14) 


Beim idealen wie beim VAN-DER-WAuLsschen Gas stellt sich also heraus, daß der 
in (4) gesuchte integrierende Nenner die Form 


besitzt und offenbar mit der absoluten Temperatur identisch ist. Unter welchen 
Voraussetzungen dies auch für andere thermodynamische Systeme gilt, wird in 
[244] untersucht. 


242 Carnotscher Kreisprozeß ‚ 


Wir betrachten in Abb. 242.1 ein ideales Gas, an dem adiabatische und iso- 
therme Zustandsänderungen durchgeführt werden können. Für die letzteren 
stehen zwei Wärmebehälter mit verschie- 
denen Temperaturen 7, > 7, zur Verfügung. 
Mit dieser Apparatur wird der in Abb. 242.2 
dargestellte Kreisprozeß in reversibler Prozeß- 
führung (siehe [21]) durchgeführt. Von der 
rechten unteren Ecke des Vierecks in Abb. 242.2 
aus wird zunächst eine isotherme Kompression 
in Kontakt mit dem Wärmebad 7, durch- Abb. 242.1. Apparatur 
geführt. Dabei wird die Wärmemenge Q, vom beim Carnorschen Kreisprozeß 
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Gas an den Behälter r, abgegeben. Anschließend wird das Gas wärmeisoliert 
und weiter adiabatisch komprimiert, bis es die Temperatur T, erreicht hat. Nun 
wird es in Kontakt mit dem Wärmebad 7, gebracht und isotherm expandiert, bei 
gleichzeitiger Wärmeaufnahme Q, aus dem Behälter r,. Dieser Vorgang wird so 
beendet, daß eine anschließende adiabatische Expansion die Isotherme r, gerade 
wieder im rechten unteren Anfangspunkt des Vierecks von Abb. 242.2 erreicht. 


1 Der Flächeninhalt des Vierecks von Abb. 242.2 ist 
F-PpaV-- h5A=A a) 


und stimmt nach (222.12) mit der vom System 
r abgegebenen mechanischen Arbeit 4 überein, die 

V letzten Endes dadurch hervorgerufen wird, daß die 
Expansionen in diesem Kreisprozeß bei höherem 
Druck erfolgen als die Kompressionen. Nach dem 
I. Hauptsatz der Thermodynamik gilt 


$(5A+59)=A+Q, +9 =0. (2) 


Hieraus folgt 


7% 


Abb. 242.2. Carnotscher 
Kreisprozeß im pV-Diagramm. 
(p, punktiert) 


%&=Qı+4 (8) 
für die in Abb. 242.1 eingetragenen (und positiv gewählten) Größen Q,, Q, und A. 
In (241.8) wurde mit dD = öQ/r eine neue Zustandsgröße eingeführt, für die 


beim Kreisprozeß 
dan - & 22-0 (4) 


gelten muß (wie für jede andere Zustandsgröße auch). Auf den adiabatischen 
Kurvenstücken ist 6@ = 0. Daher entstehen nur auf den beiden Isothermen 
Beiträge zum Integral (4) mitr =, und? = r7;: 


0 $% 5Q 9. Q: _ % _d, (5) 


nr Da Tg Tı 


Beim Carnotschen Kreisprozeß wird also die Wärmemenge Q, vom oberen 
Wärmebad dem System zugeführt und vom System wieder teils als mechanische 
Arbeit A abgegeben, teils als Wärme @, an den unteren Temperaturbehälter r, 
abgeführt. Das Verhältnis aber, in dem sich Q, aufteilt, wird durch die Bedin- 
gungen {3) und (5) festgelegt. 


Wir nehmen an, daß r, mit der Außentemperatur übereinstimmt. Dann ist die 
bei 7, an die Umgebung abgegebene Wärme @, nicht mehr verwertbar und stellt 
somit einen Verlust dar. In diesem Sinne bezeichen wir das Verhältnis von ab- 
gegebener mechanischer Arbeit 4 zur hierfür aufgenommenen Wärmemenge Q, 
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als Wirkungsgrad 7). des CaArnotschen Kreisprozesses. Die Gleichungen (3) und (5) 
sagen über diesen Wirkungsgrad aus: 


; _ 4 92 - Qı T,—-Tı 
a ar "ee len (6 


Nnc hängt also nur von den Temperaturen 7, und 7, allein ab und ist stets kleiner 
als 1. Dabei wird nochmals ausdrücklich darauf hingewiesen, daß bei allen hier 
wie auch früher durchgeführten Zustandsänderungen reversible Prozeßführung 
vorausgesetzt wurde. Insbesondere gilt Gleichung (6) nur für den CArnorschen 
Wirkungsgrad no bei reversibler Prozeßführung. 


Bei irreversibler Prozeßführung befindet sich das System (zumindest zeitweise) 
nicht in Gleichgewichtszuständen und kann nicht einmal durch die hier ver- 
wendeten Größen p, V, T,... hinreichend charakterisiert werden. Soll der 
Kreisprozeß in Abb. 242.2 rascher durchgeführt werden, so ist auf den beiden 
unteren Kurvenstücken (Kompression) ein Überdruck p, > p; und auf den oberen 
beiden (Expansion) ein Unterdruck p, < p; erforderlich. Um hierbei trotzdem 
die Eckpunkte des Vierecks zu erreichen, muß der mit endlicher Geschwindigkeit 
geführte Kreisprozeß längs der gestrichelten Kurven von Abb. 242.2 für p = Pr 
(statt p9,) verlaufen. Die hierbei entsprechend (1) gewonnene Arbeit # ist kleiner 
als bei reversibler Prozeßführung. Dies hat nach (6) 


m 


für den Wirkungsgrad bei irreversibler Prozeßführung zur Folge. 


243 Der I. Hauptsatz der Thermodynamik 


Der I. Hauptsatz der Thermodynamik verbietet periodisch arbeitende Ma- 
schinen, die bei jedem Durchlauf Energie abgeben, ohne ihren eigenen Energie- 
vorrat dabei zu erschöpfen. Eine solche Maschine wurde als Perpetuum mobile 
I. Art (PM I) bezeichnet. Ohne dieses Verbot zu verletzen, wäre es dagegen ohne 
weiteres möglich, eine Maschine zu konstruieren, die ihre Umgebung, z.B. den 
Erdboden, abkühlt und die dabei freiwerdende Energie in mechanische Arbeit 
umwandelt. Man könnte z.B. an ein Schiff denken, das den unerschöpflichen 
Wärmevorrat des Weltmeeres benutzt, um daraus einen Teil in mechanische 
Arbeit zu verwandeln, von der die Schiffsschraube angetrieben wird. Auch die 
Konstruierbarkeit irgendeiner derartigen Maschine widerspricht jeder Erfahrung. 
Eine solche Maschine heißt Perpetuum mobile II. Art (künftig: PM II). Die 
generelle Behauptung, daß es solche Maschinen nicht geben kann, wird als 
II. Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet. 


8*+ 
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Wir formulieren diesen II. Hauptsatz etwas genauer: 


Es ist unmöglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, 


die während eines Durchlaufs Energie als mechanische Arbeit abgibt (l) 
und dafür Wärme aus nur einem Wärmespeicher aufnimmt. 


Obwohl der in [242] untersuchte Carnotsche Kreisprozeß ein periodischer Vor- 
gang ist, bei dem Wärme in mechanische Arbeit umgewandelt wird, handelt es 
sich hier um kein PM II, weil zwei Wärmespeicher verwendet werden. Für eine 
Diskussion dieser Frage müßten wir z.B das Wärmebad mit der tieferen Tempe- 
ratur 7, mit in das System einbeziehen. Dieses erweiterte System aber arbeitet nicht 
mehr rein periodisch, weil bei jedem Kreisprozeß dem einbezogenen Wärmebad eine 
Wärmemenge Q, zugeführt wird. Da ein solches Wärmebad nicht unendlich groß 
sein kann, erhöht sich seine Temperatur r, dabei jedesmal ein wenig, bis schließ- 
lich 7, erreicht ist, Dann kann die Maschine wegen z, = 7, und n = (7, — 7,)/7, = 
keine Arbeit mehr abgeben. Ihre Fähigkeit zur Arbeitsleistung hat sich er- 
schöpft. 


Die beiden Hauptsätze I und II der Thermodynamik von der Unmöglichkeit 
eines PM I und PM II bilden im wesentlichen die physikalische Grundlage der 
thermodynamischen Theorie. Sie können nur im Rahmen tiefergehender Theorien 
(statistische Mechanik [4]) bewiesen werden, im Rahmen der Thermodynamik 
dagegen nicht. Hier stellen sie Erfahrungssätze oder, genaugenommen, extra- 
polierte Erfahrungen dar, deren Richtigkeit im Einzelfall nur durch das Experi- 
ment erwiesen werden kann. Sie werden bei allen physikalisch bekannten thermo- 
dynamischen Systemen experimentell bestätigt. Darüber hinaus aber stellen die 
beiden Hauptsätze Forderungen an ein beliebiges, in seiner physikalischen Zu- 
sammensetzung nicht näher bekanntes thermodynamisches System. In dieser 
allgemeinsten Form sind sie also unbeweisbar. (Sie enthalten sozusagen die be- 
rechtigten „Vorurteile“ des Physikers gegenüber einer ihm völlig unbekannten 
thermodynamischen Apparatur.) 


Die Richtigkeit des II. Hauptsatzes ist am besten an seinen Konsequenzen und 
deren Bestätigung durch die Erfahrung zu erkennen. Wir beachten als erstes 
die Tatsache, daß es den Umkehrprozeß zum PM II durchaus gibt. Das wäre 
eine periodisch arbeitende Maschine, die Arbeit in Wärme verwandelt und diese 
an einen einzigen Wärmespeicher, etwa die Umgebung, abgibt. Zum Beispiel 
ist die mechanische Reibung ein derartiger Prozeß. Hier sagt der II. Hauptsatz 
somit aus, daß es den zur Reibung inversen Prozeß nicht gibt. Die Reibung ist 
also ein irreversibler Vorgang. Überhaupt liefert uns der II. Hauptsatz die Mög- 
lichkeit, eindeutig zwischen reversiblen und irreversiblen Zustandsänderungen 
zu unterscheiden. Als irreversibel definieren wir zweckmäßig und gleichzeitig 
präziser als bisher solche Zustandsänderungen, deren gedachte Umkehrbarkeit die 
Konstruktion eines PM II ermöglichen würde. Zustandsänderungen, deren Um- 
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kehrung eine solche Möglichkeit nicht liefert, sind demnach reversibel. (Diese 
letzte Behauptung ist noch nicht ganz schlüssig: Die Umkehrbarkeit könnte ja 
durch ein anderes Gesetz verboten sein. Tatsächlich aber gibt es nach unseren 
heutigen Erkenntnissen neben dem II. Hauptsatz keine derartigen Gesetze.) Der 
II. Hauptsatz macht somit, und zwar als einziges physikalisches Grundgesetz, 
eine Aussage über die Zeitrichtung, in der ein bestimmter Prozeß ablaufen darf 
oder nicht. Zum Studium dieses besonderen Aspekts sei dem Leser empfohlen, 
alle bisher in diesem Buch als irreversibel oder reversibel bezeichneten Prozesse 
und Zustandsänderungen daraufhin zu untersuchen, ob ihre Umkehrbarkeit die 
Konstruktion eines PM II ermöglichen würde oder nicht. 


Als erstes Beispiel betrachten wir die @ay-Lussacsche Überströmung V> V'>V 
eines idealen Gases [223]. Trotz Wärmeisolation blieb die Temperatur 7 un- 
verändert. Würde der Umkehrprozeß V’>V (im abgeschlossenen System!) 
rxistieren, so könnten wir ihn zunächst durchführen und anschließend mit einer 
isothermen, reversibel geführten Expansion V—> V’ zu einem Kreisprozeß kombi- 
nieren. Der erste (in Wirklichkeit unmögliche) Übergang V’—>YV würde ohne 
Wärme- und Arbeitszufuhr erfolgen. Der zweite, die isotherme Expansion, leistete 
mechanische Arbeit A. Die hierzu erforderliche Wärmemenge Q = 4 würde dabei 
gleichzeitig vom Wärmebehälter an das Gas abgegeben. Damit wäre also eine 
Wärme Q einem einzigen Wärmebad der Temperatur 7 entzogen und in Arbeit A 
überführt, also ein PM II konstruiert. Da dies nach dem II. Hauptsatz verboten 
ist, muß der Gay-Lussaosche Überströmungsversuch ein irreversibler Vorgang sein. 


Als zweites Beispiel betrachten wir die in Abb. 243 schematisch dargestellte 
Diffusion zweier idealer Gase. In a) sind die beiden Gase durch eine Wand getrennt. 
Die Wand wird beseitigt, und es findet eine Diffusion der beiden Bestandteile 
statt. Dabei verteilen sich die u 
beiden Substanzen in b) gleich- 7 
mäßig über das Gesamtvolumen. PN 
Eine Trennung der beiden Kom- 
ponenten ist prinzipiell durch 
semipermeable Wände möglich. 
Dies sind Schichten, die jeweils 
gegenüber der einen Substanz [) a) 
porös und gegenüber der anderen Abb. 243. Diffusion (a— b) zweier Gase und Ent- 
dicht sind. Durch Auseinander- mischung (c> d) durch semipermeable Wände 
ziehen der Vorrichtung in c) erfolgt 
eine Trennung der Gase, die prinzipiell reversibel ist. Im Endzustand d) aller- 
dings nimmt jede der Gaskomponenten für sich ein Volumen von der Größe des 
ursprünglichen Gesamtvolumens ein. In a) bis d) hat also für jede Gaskomponente 
einzeln eine Überströmung im Sinne des Gay-Lussaoschen Versuchs stattgefunden. 
Wäre sie reversibel, so könnte sie wieder zur Konstruktion eines PM II ausgenutzt 
werden. Die Diffusion ist also ebenfalls ein irreversibler Prozeß. 
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244 Entropie als Zustandsgröße 


Um eine allgemeingültige mathematische Formulierung des II. Hauptsatzes der 
Thermodynamik zu erhalten, gehen wir prinzipiell folgendermaßen vor: Wir ver- 
suchen, auf sehr allgemeine Weise ein PM II zu konstruieren. Dabei gewinnen 
wir für die Unmöglichkeit einer solchen Maschine eine mathematische Bedingung, 
die der allgemeinen anschaulichen Formulierung (243.1) des II. Hauptsatzes 
äquivalent ist. 


Der Carnotsche Kreisprozeß beim idealen Gas wurde in [242] untersucht. 
Mit 7, > 7, besitzt er den Wirkungsgrad nc = (7, — T,)/T, bei reversibler Prozeß- 
führung. Jetzt wird ein CArnorTprozeß mit den Isothermen 7, und 7, an einem 
beliebigen unbekannten thermodynamischen System X durchgeführt, was prinzipiell 
immer möglich ist. Da auch beim System X die Gültigkeit des I. Hauptsatzes 
vorausgesetzt wird, gilt für die Bilanz von Wärme und Arbeit wie in (242.3) 
Q; = Q, + A. Weil der Adiabatenparameter D des Systems X nicht bekannt ist, 
kann die zweite in (242.4 und 5) dargestellte Bedingung des idealen Gases aller- 
dings nicht übernommen werden. Daher kann über den Wirkungsgrad dieses 
Systems zunächst nichts ausgesagt werden. 


Wir bezeichnen den Wirkungsgrad des Systems X bei reversibler Prozeßführung 
mit 7x und nehmen zunächst einmal an, daß x > sei. Nun führen wir folgendes 
Gedankenexperiment durch: Entsprechend Abb. 244.1 verwenden wir zwei 

Wärmebäder 7, > 7, (von denen sich 
Q; & das letztere auf Außentemperatur be- 
findet). Dann können wir mit beiden 
Systemen, dem idealen Gas und dem 
[A 7»== System X, Carnotsche Kreisprozesse 
im Sinne von Abb. 242.2 reversibel 
durchführen. Die reversible Prozeß- 
9, führung ermöglicht uns prinzipiell. 
— diese Kreisprozesse auch umgekehrt 

zu durchlaufen. 


Abb. 244.1. Konstruktion eines PM II mit 
Nx > Nc- Die Arbeit 4, — 4 wird durch Ab- 
kühlung des Behälters 7, gewonnen Zunächst wird der Kreisprozeß am 
System X durchgeführt. Dabei wird 

dem linken Wärmebehälter 7, die Wärmemenge Q, entnommen. Von ihr wird der 
Anteil Ax =nxQ, in mechanische Arbeit überführt. Von dieser gewonnenen 
mechanischen Arbeit Ax zweigen wir einen Teil, nämlich A = 16Q,, ab. Diese 
Arbeit wird benötigt, um mit dem gleichzeitig vorhandenen idealen Gas einen 
Kreisprozeß rückwärts zu durchlaufen, bei dem die vorhin entnommene Wärme Q, 
dem Behälter 7, wieder zugeführt wird. Damit ist der Wärmebehälter 7, wieder 
in seinen ursprünglichen Zustand gebracht. Da sich auch das System X und das 
ideale Gas nach dem Kreisprozeß im ursprünglichen Zustand befinden, können 
wir sagen, daß das gesamte aus beiden Systemen und dem Wärmebad 7, be- 
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stehende System eine Periode durchlaufen hat und sich wieder im ursprünglichen 
Zustand befindet. Dabei wurde die mechanische Arbeit 


AA=A,;- A=(mMg—n)Q>0 falls 72 >Nc (1) 


gewonnen. Die entsprechende Wärme wurde dem rechten Temperaturbehälter 7, 
allein entzogen. Sie ergibt sich aus der Energiebilanz. Wegen 7x > n« ist also 
tatsächlich mechanische Arbeit 44 vom Gesamtsystem abgegeben und ein PM II 
konstruiert worden. Da der II. Hauptsatz die Unmöglichkeit eines PM II 
postuliert, widerspricht also die Voraussetzung nx >c dem II. Hauptsatz. 
Sie ist somit falsch. 


Unter der Voraussetzung nx < c für den Wirkungsgrad des Systems X. bei 
reversibler Prozeßführung würde der in Abb. 244.1 betrachtete Kreisprozeß AA < 0 
liefern. Wegen des in beiden Systemen reversibel durchgeführten Prozeßablaufs 
aber wäre es möglich, alle Prozesse auf umgekehrtem Wege zu durchlaufen. Dabei 

tstünde d 
en. AA>0 für ng<M. 6) 
Somit widerspricht auch die Voraussetzung nx<nc dem II. Hauptsatz. Es bleibt 
daher nur noch die Möglichkeit 


(3) 


für den Wirkungsgrad des Systems X bei reversibler Prozeßführung, weil dann 
in beiden Durchlaufrichtungen für die gewonnene Arbeit AA = 0 gilt und kein 
Widerspruch zum II. Hauptsatz entsteht. 


Diese Überlegungen zeigen, daß der II. Hauptsatz in seiner Form (243.1) un- 
mittelbar zur Folge hat, daß der Wirkungsgrad nx für einen reversibel geführten 
CARNOTprozeß an einem beliebigen thermodynamischen System X den gleichen 
Wert nc wie beim idealen Gas besitzen muß. Andererseits ist nx als das Verhältnis 
von abgegebener Arbeit #4 zu aufgenommener Wärme @, definiert, so daß in Ver- 
bindung mit dem I. Hauptsatz gelten muß: 


A _G-G_ I 


= u . 4 
=, 9: > 
Aus (3) und (4) folgt somit 7/7, = Q,/Q, oder in etwas anderer Form 
Qı Q: = 
7m Tr Eu 0 (5) 


für den reversibel geführten Kreisprozeß von Abb. 242.2 an einem beliebigen 
thermodynamischen System. Da im Prozeß von Abb. 242.2 nur auf den Iso- 
thermen 7, und 7, Wärme zu- bzw. abgeführt wird, läßt sich (5) durch 


ersetzen. Diese Gleichung gilt zunächst nur für das spezielle Viereck von Abb. 242.2. 


120 2 Die Hauptsätze der Thermodynamik [244] 


Wir betrachten jetzt den beliebig geformten Kreisprozeß von Abb. 244.2. Die 
dort eingetragene Kurve kann — zumindest infinitesimal — durch kleine adiaba- 
tische und isotherme Kurvenstücke ersetzt werden. Dabei wird die von der Kurve 
umrandete Fläche in einzelne Vierecke auf- 
geteilt, die nur von Adiabaten und Isothermen 
im Sinne der Abb. 242.2 begrenzt sind. Für 
jedes dieser Flächenstücke gilt also (6). Sum- 
mieren wir die Gleichungen (6) für alle Flächen- 
stücke auf, so erhalten wir einerseits Null, 
andererseits kompensieren sich die Beiträge 
aller inneren Kurvenstücke, weil sie zweifach 
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen 
werden. Es bleiben daher nur die Beiträge der 


Abb. 244.2. Kreisprozeß 


im pV-Diagramm. Die Kurve kann i : > 
Eh a a Iso. Randkurve übrig. Aus diesem Grunde gilt (6) 


thermenstücke ersetzt werden also auch für eine beliebig berandete, ge- 
schlossene Kurve im Zustandsdiagramm. 


Als nächstes betrachten wir das Integral 


sn, - 800, 20) 0) 
für eine endliche Zustandsänderung V,, 7, > V,, T,, die auf zwei verschiedenen 
Wegen I und II durchgeführt wird. Würde das Integral auf dem Wege I und II 
verschiedene Beiträge liefern, so erhielten wir bei geschlossenem Durchlauf 
(L vorwärts, II rückwärts) einen von Null verschiedenen Beitrag im Widerspruch 
zu (6). Das Integral (7) muß daher wegunabhängig sein. Es kann nur von den 
Anfangs- und Endpunkten abhängen und definiert somit eine neue Zustands- 
funktion. Der Eigenschaft (6) äquivalent ist also die Aussage 


28 -asW,1...), (8) 


daß 60/7 eine neue Zustandsgröße, die Entropie S, definiert. 


Mit (243.1) erhalten wir somit folgende, untereinander gleiehwertige Formulie- 
rungen des II. Hauptsatzes der Thermodynamik: 


1. Unmöglichkeit eines PM II. 
2. Der reversible CAarnortsche Wirkungsgrad eines beliebigen 
thermodynamischen Systems ist „xy =nc=1 - Tı/T3. 
3. 6Q/7 ist entsprechend (6) integrabel. 
4. Die durch 6Q/r=dS definierte Entropie S ist eine Zustandsgröße. 


9) 


5. Bei irreversiblen, infinitesimalen Zustandsänderungen im 
abgeschlossenen System gilt stets (88); > 0. 
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Damit haben wir für die weitere Theorie ausreichende Formulierungen des 
II. Hauptsatzes gefunden. Die mit 5. bezeichnete Eigenschaft ergänzt 2., 3. bzw. 4. 
bei irreversiblen Prozessen, die erst später in [266] besprochen werden. 


Für den I. Hauptsatz der Thermodynamik lassen sich ganz analoge Formulie- 
rungen angeben, die hier zum Vergleich gegenübergestellt werden: 


. Die Unmöglichkeit eines PM I. 
. Die Aussage, daß Wärme eine Energieform ist. 
. (6Q + 8A) ist integrabel im Sinne von (222.5). 


. Die durch 69 +5A=dE definierte innere Energie E eines (10) 
thermodynamischen Systems ist eine Zustandsgröße. 


. Bei irreversiblen, infinitesimalen Zustandsänderungen im 
abgeschlossenen System gilt stets (6), = 0. 


Mit seiner 4. Formulierung (8) klärt der II. Hauptsatz auch das in [241] be- 
handelte Problem, für ein beliebiges System X einen Adiabatenparameter zu finden. 
Der in (241.4) offen gebliebene integrierende Nenner f(»,V) konnte dort für die 
konkreten Fälle des idealen Gases und des vAN-DER-WaALsschen Gases als f = 7 
erkannt werden. Hier stellt sich heraus, daß diese Beziehung wegen des II. Haupt- 
satzes für jedes beliebige physikalische System gelten muß. Die Entropie $ ist 
mit dem in [241] untersuchten Adiabatenparameter D identisch. 


Diese Ausführungen zeigen, daß die Entropie $ im Rahmen des II. Haupt- 
satzes eine in gleicher Weise zentrale Rolle spielt wie die Energie E im Zusammen- 
hang mit dem I. Hauptsatz. Die nächsten Abschnitte sollen größenordnungs- 
mäßig einen Überblick über die auftretenden Zahlenwerte der Entropie geben. 
Daneben bleibt aber noch die andere Aufgabe, die physikalische Bedeutung 
dieser Größe 8 zu klären. Abgesehen von ihrer Bedeutung als Adiabatenparameter 
geschieht dies teilweise in [25] bei der Untersuchung der Folgerungen aus dem 
II. Hauptsatz. Dabei ist allerdings nicht zu verkennen, daß die Entropie einen 
reichlich abstrakten, wenig anschaulichen Charakter besitzt. Einen tieferen Ein- 
blick vermittelt die in [26] durchgeführte Untersuchung irreversibler Zustands- 
änderungen. Den letzten Einblick in die Bedeutung der Entropie 8 ermöglicht 
aber erst ihre statistische Deutung, die in vorläufiger Form in [264] und end- 
gültig in [446] gegeben wird. 


245 Numerische Berechnung der Entropie 


Diese Betrachtungen dienen der überschlägigen Abschätzung für die Entropie 
homogener Substanzen bei Normaldruck. Wir betrachten unter Berücksichtigung 
von (232.3) zunächst die durch (244.8) gegebene Differentialgleichung 

a8 8Q SRTBER „IS Fip. 
T T T 


() 
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die den Zusammenhang der Entropie 8 mit den übrigen Zustandsgrößen ver- 
mittelt. Die zu gegebenen Temperatur- und Druckänderungen dr und d p ge- 
hörige Entropieänderung ist dann 


10-4 [(82),r+[BE),-Plar o 


Wir interessieren uns nun für die Entropien bei verschiedener Temperatur 7, aber 
gleichem Druck p = p, = lat. Dabei kann in (2) dp = 0 gesetzt werden. 


Die Einführung von C, aus (232.7) und Integration von (2) liefern 


T 


c 
Sp. n)- [FT 4Sm,0| 
0 


für die Temperaturabhängigkeit der Entropie bei 

v Normaldruck. C,(r) ist die Wärmekapazität bei 

Abb. 245.1. Adiabatenschar im Normaldruck. Betrachten wir die Situation im 

pV-Diagramm pV-Diagramm von Abb. 245.1, in dem die Adia- 

baten 8 = konst. eingetragen sind, so entsprechen 

die durch (3) gelieferten Entropiewerte denen längs der gestrichelten Geraden 
p= 7, in der Abbildung. 


Im Zusammenhang mit dem NErnsTschen Wärmesatz [272] stellt sich heraus, 
daß die Wärmekapazität mindestens entsprechend 


O,(e)»r7" für T>0 mit n>0 (4) 


bei tiefen Temperaturen verschwindet. Aus diesem Grunde ist das Integral (3) am 
unteren Ende stets konvergent. Der gleiche Satz enthält in (273.1) die Aussage, daß 
für r>0 die Entropie S(p,0) einen von p unabhängigen, konstanten Wert an- 
nimmt. Da die Entropie (genau wie die Energie) durch eine Differentialgleichung, 
nämlich (1), definiert ist, enthält sie ohnehin eine willkürliche Konstante. Über diese 
wird gemäß 

8(p,0)=0 (5) 


verfügt. Die in (3) auftretende Konstante S(p,, 0) verschwindet also. 


Zunächst wird der feste Aggregatzustand betrachtet, dessen Wärmekapazität C'y- 
in Abb. 142 dargestellt ist. Wegen der geringen Druckabhängigkeit des Volumens 
fester Körper unterscheiden sich C', und C', nur wenig voneinander. Erfahrungs- 
werte liefern für nicht zu hohe Temperaturen 


0,— Cy= ar. (6) 
Die Entropie läßt sich durch 


S (Po; 7) -[ Czar =/[ or dr +[Zar=4845(0,, T) (7) 
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darstellen. Hierbei ist 


C,„-C 2 2 
48=| "ar-a/mrdr= zart (0,- 07) (8) 
eine im allgemeinen nur sehr kleine Korrektur. Das übrige Integral wird durch 
FG Ad z(r) 
SH, n)= [HET 3R f da’ pla‘) (9) 
ö -00 


dargestellt. Dabei ist x = In(z/r.) als neue Variable eingeführt. g(x) entspricht 
dem Verlauf der spezifischen Wärme von Abb. 142 und ist in Abb. 245.2 wieder- 
gegeben. Das verbliebene Integral in 
(7) ist also bis auf den Faktor 3 R gleich 
dem Flächeninhalt unter der Kurve 
(x). In der anschließenden Tabelle 245 
sind die Werte der intensiven Größen c, 
und s vergleichsweise zusammengestellt. 
Wegen c,— 73 für 7>0 gilt ss e,/3 wa 0 02 Moe 08 

bei tiefen Temperaturen. Abb. 245.2. Charakteristische Funktion 


R j ız (x) = C,/3R. Die schraffierte Fläche gibt 
Die Entropie S des flüssigen Zu- die Entropie für den zu x = 0,5 gehörigen 


stands berechnet sich ebenfalls aus (3). Wert der Temperatur 


Tabelle 245. Molare Wärmekapazität und Entropie von Festkörpern bei tiefen Temperaturen* 


«=inr/r, 


Y(z) 


kcal 
kmol grd. 


kcal 
| kmol grd 
Dabei ist zunächst das Integral von 7 = 0 bis zur Umwandlungstemperatur 
7 = 7, zu bilden wie bisher. Daran schließt sich die Umwandlungsentropie S, 
für den Übergang vom festen zum flüssigen Aggregatzustand an. Sie wird durch 
sinngemäße Anwendung von (1) berechnet: 


Hgg AH Q 

> "€ _ p ä = E 

u Ds m a (10) 
Tu-0 


Die Umwandlung erfolgt voraussetzungsgemäß bei konstantem Druck mit dp = 0. 
Die Umwandlungswärme ist positiv, weil eine Wärmemenge Q, > 0 zugeführt 
werden muß um den oberen (hier den flüssigen) Aggregatzustand zu erreichen. 


* nach P. Drpyz, Ann. d. Phys. 39 (1912), 8. 789 
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Als nächstes Glied für die Berechnung der Entropie einer Flüssigkeit schließt 
sich ein Integral vom Typ (3) zwischen 7, und der betrachteten Temperatur 7 an. 
Die Wärmekapazität C,(r) besitzt bei Flüssigkeiten im allgemeinen einen ziem- 
lich konstanten Verlauf und ist erheblich größer als bei Festkörpern. 


Für die Entropie des gasförmigen Zustandes tritt eine weitere Umwandlungs- 
entropie (10) vom flüssigen zum gasförmigen Zustand hinzu und das entsprechende 
Integral für den Temperaturbereich der Gasphase. 


Übungsaufgaben 


24.1. Welche Eigenschaft muß eine Kraft K(a, &) haben, damit neben x(t) auch x(-1) 
eine Lösung der mechanischen Bewegungsgleichung ist? Zusammenhang mit II. Haupt- 
satz? 


24.2. Zwischen zwei Wärmebädern 7, und 7, wird folgender Kreisprozeß durchgeführt 
(ideales Gas): isobare Erwärmung bei p, — isotherme Expansion bei 7, — Abkühlung 
bei 9, — isotherme Kompression bei T,. Nachweis der Irreversibilität durch Berechnung 


von $ 8Q/T und . 


24.3. Zwei Systeme, deren innere Energie E = E(T) nur von der Temperatur abhängt, sollen 
den Zustandsgleichungen pV? = RT bzw. p?V = Rr genügen. Mit welchem System 
könnte ein PM II konstruiert werden? 


24.4. Es ist ganz allgemein zu zeigen, daß sich mit einem System, das bei reversiblen Vor- 
gängen die Beziehung (244.6) verletzt, ein PM II konstruieren läßt. 


24.5. Mit Hilfe der Tabelle in [245] schätze man die Entropie von 0,2 kg Quecksilberdampf 
bei 7= 500 °C, p = 2at ab. Fester Zustand: 7, = 60 °K, Schmelztemperatur 7, = 234 °K 
Schmelzwärme gg; — 550 kcal/kmol; flüssiger Zustand: ch = 6,8 kcal/kmol, Verdamp- 
fungswärme qy = 13600 kcal/kmol, Verdampfungstemperatur 7, = 630 °K. (Dampf als 
einatomiges ideales Gas.) 
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Zusammenfassung: Die Forderung, daß es unmöglich sei, mit einem bestimmten 
System ein PM II zu konstruieren, ist der anderen gleichwertig, daß in diesen System die 
Entropie S, definiert durch dS = öQ/T, eine Zustandsgröße ist. Da sich &@ durch Zustands- 
größen (z. B. durch dE + pdV) ausdrücken läßt, ist dies eine Forderung an jene Zustands- 
größen. Sie können nicht alle voneinander unabhängig sein. Im System mit zwei Freiheits- 
graden kann neben p(V. 7) noch C’,(V,, T) willkürlich vorgegeben werden, nicht aber 
die V-Abhängigkeit von C, oder etwa E(V, T) selbst. Vielmehr besteht zwischen E(V, T) 
und »(V, T) ein differentieller Zusammenhang. Für ein System mit drei Freiheitsgraden 
(magnetisierte Substanz) liefert der II. Hauptsatz drei Bedingungen zwischen den Größen 
p(V, T, M), h(V, T,_/M) und E(V. T, M). Diese Bedingungen zeigen, daß beim Paramagnetis- 
mus keine magnetische Wechselwirkung zwischen den Elementarmagneten besteht. Beim 
Ferromagnetismus dagegen liefert die Wechselwirkung den Beitrag — 23/2 K zur Energie. — 
Der II. Hauptsatz ermöglicht eine über das ideale Gasthermometer hinausgehende Definition 
der thermodynamischen Temperatur. Zur Temperaturmessung wird ein CARNoTprozeß durch- 
geführt und der Wirkungsgrad 76 = (T, — T,)/T; gemessen. Die CLAUSIUS-CLAPEYRONSche 
Dampfdruckformel für das Zweiphasensystem und die STEFAN-BoLTzmAnssche Strahlungs- 
formel für die Hohlraumstrahlung folgen ebenfalls aus dem II. Hauptsatz der Thermodynamik. 
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251 Zustandsgleichung und die innere Energie 


Die Forderung des II. Hauptsatzes, daß jedes thermodynamische System so 
beschaffen sein muß, daß mit ihm kein PM II konstruiert werden kann, ist 
natürlich eine weitgehende Forderung an die physikalischen Eigenschaiten dieses 
Systems. Es ist daher nicht verwunderlich, wenn sich bei den nachfolgenden 
Überlegungen herausstellt, daß die in der Zustandsgleichung p(V,) und der 
Energiefunktion E(V, r) dargestellten physikalischen Eigenschaften nicht von- 
einander unabhängig sein können, um der Forderung nach der Unmöglichkeit 
eines PM II gerecht zu werden. 


Für das ideale und das van-DER-Waarssche Gas, dessen Zustandsgleichung 
p(V, r) und Energie E (V; 7) bekannt sind, macht der II. Hauptsatz keine neuen 
Aussagen. Hier läßt sich lediglich die Gültigkeit dieses Satzes zusätzlich beweisen. 
Zum Beispiel wurde die vom II. Hauptsatz allgemein geforderte Gleichung 
(244.6) bereits in [241] für ideale und van-DER-WaAaALssche Gase ohne Kenntnis 
des II. Hauptsatzes gefunden und in (242.4) genauso formuliert. 


Da der II. Hauptsatz nach (244.8) als Satz von der Existenz der Entropie S 
als Zustandsgröße formuliert werden kann, fragen wir: was folgt aus der bloßen 
Existenz von S als Zustandsgröße? Einerseits ist dS nach (244.8) durch 


a Be 3 (Ü) 
T T 
gegeben und hängt entsprechend 
1 ([9E 
a8: ((ar),ar + [ar),+ »lar) 2 


von r und V ab. Wenn d$ gleichzeitig totales Differential einer Funktion $(V, r) 
sein soll, so muß 


as= (37 ),dr+ (Zr),dV (3) 
gelten. Für die Koeffizienten von (3) folgt nach Vergleich mit (2) 
98 1 /9E 98 1[/9#\ 
(Ir) Hlär), (ar). = (ar).t?]- ) 


Da die Reihenfolge von partiellen Differentiationen beliebig ist, gilt 


er Br trler).e 


Leiten wir die erste der Gleichungen (4) nach V und die zweite nach 7 ab, so 
entsteht zunächst 


E n (Ger). [9 : er).+?]|, (6) 


38 
oT 


sr 
37 
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und bei weiterer Rechnung 

1 ®E 1 [/9E ı1[ ®E 9p\ 

7 7 lar)telts rt), ) 


Die Berücksichtigung der zweiten Gleichung in (5) liefert dann den Zusammen- 
hang 


oE = 9p 
(er),* p=T (2), 8 
der sich auch in der zusammengefaßten Form 
ıE\ „(9 » 
erieere), a 


darstellen läßt. Gleichung (8) bzw. (9) sagt also physikalisch folgendes aus: Soll 
ein System so beschaffen sein, daß mit ihm kein PM II konstruiert werden 
kann, so muß in ihm die Entropie S eine Zustandsgröße sein. Dies wiederum hat 
zur Folge, daß Energie E(V, r) und Zustandsgleichung p(V, r) nicht unabhängig 
voneinander gewählt werden können, sondern vielmehr der Bedingung (9) unter- 
liegen. 


Betrachten wir die Zustandsgleichungen für das ideale und das vVAN-DER- 
Waaussche Gas gemäß 
2 
pV/=Rr ® = 


ae en 


als gegeben, so erhalten wir beim Einsetzen der Gleichungen (10) in (9) entspre- 
chende Aussagen über die Volumenabhängigkeit der zugehörigen Energien. Für 


das ideale Gas entsteht 
oE\ ,[d Ri _ 
(ar),=? (3 7)” ‘ (N 


in Übereinstimmung mit den Ergebnissen des Gay-Lussacschen Versuchs. Der 
II. Hauptsatz macht also die Durchführung dieses Versuchs entbehrlich, da er 
die gleiche Aussage auf theoretischem Wege liefert, wenn man die Zustands- 
gleichung kennt. Für das vAN-DER-WaaLssche Gas entsteht beim Einsetzen der 
zweiten Gleichung (10) in (9) 


aE\ „| (2 a 
(ar). = kr | „-B”7 7)|,- ZE (12) 


also gerade der Ausdruck, den wir in (132.5) als Zusatzspannung p’ aus Über- 
legungen über den inneren Mechanismus dieses Gases gewonnen hatten. 


Betrachten wir ein beliebiges System mit gegebener Zustandsgleichung p(V, r). 
Die Energie E(V, r) ist durch p(V, r) wegen (9) teilweise mitbestimmt. E kann 
aus 

9E ‚ [9E i 
dE= (3u),dr 2 (gr),dr (13) 
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durch Integration gewonnen werden, wenn die beiden Koeffizienten aE/Ar 
und 9E/9V bekannt sind. Der erstere stellt die Wärmekapazität Cy(V, r) dar. 
Der zweite wird durch (9) vollständig bestimmt. Aber auch C,(V,r) ist nicht 


vollkommen frei wählbar. Für seine Volumenabhängigkeit gilt nämlich unter Be- 
rücksichtigung von (8) 


°C,\ _[ 8 [88 a (aB\1 [oa „[2» 92 p 
ar). ar ee)rl. Bar lan). el r +), 
(14) 
Neben der Zustandsgleichung p(V, 7) kann daher nur Cy(V,, Tr) für ein festes 


Volumen V, als beliebige Funktion der Temperatur 7 vorgegeben werden. Für 
die übrigen Volumina folgt Cy durch Integration von (14). 


Der in (231.6) gefundene Ausdruck für die Differenz der Wärmekapazitäten C,, 
und C'; vereinfacht sich mit der aus dem II. Hauptsatz folgenden Bedingung (8) 


zu 
0, an), Plan), ee), Gr), 05) 


und wird somit durch die Zustandsgleichung p(V, r) bzw. 7 (p, T) allein dargestellt. 


Unter Berücksichtigung des in (133.5) abgeleiteten allgemeinen Zusammen- 
hanges geht (15) in 


9-0, m Be h,, 0 


über. Hier muß (99/9), < 0 gelten, da anderenfalls das System instabil ist 
(siehe VAN-DER-WAALSsches Gas, [132]). Daher ist die rechte Seite positiv, und 
es gilt stets 0, > Oy. 


Daß es wirklich das Verbot eines PM II ist, das den Zusammenhang (9) zwischen 
Energie und Zustandsgleichung erzwingt, erkennen wir am besten an einem 
Gegenbeispiel, das dieser Bedingung nicht genügt. Wir nehmen an, es gäbe eine 
Substanz, die der Zustandsgleichung pyV = Rr? genügt, deren Energie E = E(r) 
aber trotzdem wie beim idealen Gas volumenunabhängig sei. Dann erhalten wir 
im Gegensatz zu (9) 


= a[d_P\ __a[d Br\__ Re 
(ar). 2), re 7), -F=--r 17) 


Dieser Widerspruch würde, wenn unsere Behauptungen richtig sind, besagen, 
daß man mit vorliegendem System ein PM II bauen könnte. Wir werden dies 


beweisen: Eine diesem System zugeführte Wärme 5Q läßt sich analog zu (241.7) 
durch 


59=-Cyin)dr+ Re Y (18) 
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darstellen. Analog zu (241.8) erkennen wir leicht, daß dD = öQ/r? einen Adia- 
batenparameter definiert und bei einem Carnortschen Kreisprozeß zwischen 7, 


und 7, 
2-0 e (19) 


1? 


gilt. Der Wirkungsgrad n’ dieses Systems unterscheidet sich von 7. dadurch, daß 
überall 7? an die Stelle von 7 tritt. Er wird also 


r 3—7 


"zii r. (20) 


Durch Kombination unseres Modellsystems mit einem idealen Gas läßt sich nun 
im Sinne der Ausführungen von [244] wegen n’ == nc sehr leicht ein PM II kon- 
struieren. Dieses Beispiel zeigt am konkreten Fall, daß die Bedingung (9) tat- 
sächlich die Konstruierbarkeit eines PM II verhindert bzw. daß, wenn die Bedin- 
gung (9) verletzt würde, ein PM II tatsächlich konstruiert werden kann. 


Abschließend sei darauf hingewiesen, daß man zu allen in diesem Abschnitt 
für die innere Energie E abgeleiteten Beziehungen weitgehend analoge Gleichungen 
für die Enthalpie 7 angeben kann. Wie schon in [232] vertauschen dabei auch p 
und V ihre Rollen. So gelten statt (4) die Beziehungen 


98\ 1/08H 98\ _11[[9H : 
ehe), Erz Pic lu re Pad 
und nach Bildung der gemischten Ableitungen entsteht die zu (8) analoge Formel 
9H CH2 
1 = 2 
a ee) 


die sich entsprechend (9) zu 


I) _ „| ö 7) 
op /r oT T)a 
zusammenfassen läßt. Differenziert man (22) nochmals nach 7, so ergibt sich 
analog zu (14) 
(3) = (5) (24) 
dp )r dr: /» 


für die in (232.7) definierte Wärmekapazität bei konstantem Druck. Damit ist 
die Druckabhängigkeit von C', durch die Zustandsgleichung eindeutig festgelegt. 


(23) 


252 Magnetisierung und innere Energie 


Bei reversiblen Zustandsänderungen magnetisierbarer Systeme ändert sich die 
Entropie 
98 


as(V,7,M) = (Sr BPL\z: BR: + (Far). „9 a) 
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nach (233.4) um 


as 22 _ En MhaNEper 
(2) 


HE), er) errler TB). 


Wieder lassen sich die Ableitungen zweiter Ordnung, nämlich 
928 928 928 3 
9raV’ 9MAr’ 9V9M’ ® 


in verschiedener Reihenfolge bilden und aus (2) einsetzen. Durch Vergleich der 
Koeffizienten 92 8/9 r 9 V entstehen, wie früher in (251.8, 9 und 14), die Gleichungen 
a M 


| - 
(4) 


Durch Vergleich der Koeffizienten 928/9 Mdr entstehen die analogen Glei- 
chungen 


929 


° p 9Cy, M 
ar? 


Fr gr 2), u ( av IN 


CH 4 


+ 


nr tler” 


mit M und — I statt V und p. Die dritte Beziehung 


@r)..= erlen Ö 


entsteht beim Vergleich der Koeffizienten 92,8/8 V 9 M. Die Forderung, daß ein 
PMII unmöglich sei, führt also hier auf die drei Bedingungsgleichungen (4) 
bis (6) zwischen den drei in den Gleichungen (2) auftretenden Zustandsgrößen E, 
p und I. 

Zunächst setzen wir in (5) h(V, r,_M) aus (228.4) für paramagnetische Sub- 
stanzen ein. Die rechte Seite verschwindet, wie in (228.5) gefordert wurde. Als 
nächstes verwenden wir (228.8) für "(V, r, /M) beim Ferromagneten mit 7 >d. 
Dabei entsteht 


9 ı % 1/r-9% Mm 9a 1 OM 
(3) ( K M)=- a ar © (7 
Für die M-Abhängigkeit der Energie E! folgt 
om _ ah aM 
ae z @ 
Integration über 1 liefert 
BP, 7, M) = BU, 7,0) - gg MR (9) 


9 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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in Übereinstimmung mit (228.10), diesmal jedoch als zwingende Folgerung aus 
dem IT. Hauptsatz der Thermodynamik. So wie beim VAN-DER-WAALSsschen Gas 
die Wärmekapazität volumenunabhängig war, wird sie hier magnetisierungs- 
unabhängig: 


() 9 9Ei My (10) 
vr p 


aM or aM ar K 


253 Magnetostriktion 


Schließlich betrachten wir den durch (252.6) geforderten Zusammenhang 
zwischen den Zustandsgleichungen (228.2) der magnetischen Substanz. Wir den- 
ken uns diese Zustandsgleichungen in die aufgelöste Form 


V=V(r,p,h) M= M(p,T,h) () 


gebracht. Hätten wir in (252.2) eine der übrigen Gleichungen von (233.4) oder 
(233.6) statt (233.4) verwendet, so wären entsprechende andere Beziehungen an 
die Stelle von (252.4 bis 6) getreten, die aber die gleichen physikalischen Aussagen 
enthalten. Die letzte, zwischen den Zustandsgleichungen (1) geforderte Bedingung, 
die in Gleichung (252.6) dargestellt wurde, soll noch in dieser anderen Form 
angegeben werden. Verwenden wir in (252.2) die erste der Gleichungen (233.6) 
statt (233.4), so entsteht 


daH—-Vdp+Mdi 1 5 de 5 

or 9p 
für die Entropieänderung. Der Vergleich von (252.2) und (2) zeigt, daß hier — V 
an die Stelle von p und AM an die Stelle von — I: tritt. Auch diese Bedingung 


a ech ®) 


stellt eine Beziehung zwischen den beiden Gleichungen (1) dar. Hängt in der 
ersten Gleichung von (1) z.B. V von p und r allein, nicht aber von I ab, so 
folgt aus (3) gleichzeitig die Druckunabhängigkeit der Magnetisierung. Ist also 
eine Substanz so beschaffen, daß sich bei konstantem r und /; die Magne- 
tisierung /H trotz Druckzunahme nicht ändert, so bleibt auch das Volumen V 
bei Feldänderungen I konstant. 


ds 


vlar+[Sr+laıl @& 


v4 7 


Bei Ferromagneten wird eine verhältnismäßig kleine h-Abhängigkeit des 
Volumens V beobachtet (mit Sicherheit unterhalb des Curiepunktes nach- 
gewiesen). Sie wird als Magnetostriktion oder auch JouLkeffekt bezeichnet und 
übt auf den ferromagnetischen Festkörper in den Richtungen parallel zu und 
senkrecht dazu entgegengesetzte Wirkungen aus. Es macht sich hier also erforder- 
lich, die erste der Zustandsgleichungen (1) entsprechend [134] durch drei Glei- 
chungen für die Kantenlängen X, Y, Z eines Würfels zu ersetzen und den Druck p 
durch die entsprechenden Normalspannungen oder die in diesen Richtungen 
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wirkenden Kräfte. Die Beobachtungen liefern für die Magnetostriktion relative 
Längenänderungen von der Größenordnung AX/X » 10-5 bei großen Feld- 
stärken I. Die Wirkungen der Magnetostriktion in Feldrichtung und senkrecht 
dazu tragen entgegengesetztes Vorzeichen und kompensieren so den in 9V/d I 
enthaltenen Volumeneffekt teilweise. Er ist im allgemeinen um einen Faktor 10-? 
kleiner. 


Die durch den II. Hauptsatz geforderte Bedingung (3) besagt hier, daß zu- 
sammen mit der beobachteten Magnetostriktion auch die Magnetisierung M in 
entsprechender Weise vom Druck p abhängen muß. Dies hat zur Folge, daß beim 
Ziehen eines Drahtes im konstanten Magnetfeld sich dessen Magnetisierung ändert. 
Dieser zur Magnetostriktion inverse Effekt wird als piezomagnetischer Effekt be- 
zeichnet. 


254 Thermedynamische Temperaturskala 


Die Temperatur r und die mit ihr verbundene Temperaturskala wurde in [111] 
zunächst empirisch über das Quecksilberthermometer eingeführt. Dann wurde 
zum Gasthermometer übergegangen, weil dieses eine Temperaturbestimmung 
unabhängig von speziellen Eigenschaften des Meßgeräts ermöglicht. Unbefriedi- 
gend an dieser Definition ist, daß es ideale Gase in Wirklichkeit nur asymptotisch 
gibt. Diese Schwierigkeit macht sich besonders bei tiefen Temperaturen störend 
bemerkbar. Sie hätte zur Folge, daß bei sehr tiefen Temperaturen, bei denen alle 
Substanzen bereits flüssig oder fest geworden sind, die Temperatur r nicht mehr 
meßbar und daher auch nicht mehr definiert wäre. Es empfiehlt sich daher, die 
bisherige Definition der Temperatur 7 über das ideale Gasthermometer durch 
eine andere, allgemeinere Definition zu ersetzen. 


Zum Zweck einer Neudefinition der Temperatur betrachten wir den Wirkungs- 
grad 


T,-T 
Ne= T,>T, (1) 
T3 


einer CARNoTmaschine bei reversibler Prozeßführung. Dieser Wirkungsgrad 
wurde in [242] zunächst beim idealen Gas beobachtet. In [244] aber konnte ge- 
zeigt werden, daß er auch.bei allen anderen thermodynamischen Systemen gültig 
bleibt. Daher liefert (1) eine von speziellen Apparaten und Substanzen völlig un- 
abhängige Temperaturdefinition. Die durch sie definierte Temperaturskala wird 
als thermodynamische Temperaturskala bezeichnet. Im Sinne dieser Neudefinition 
der Temperatur wird eine Temperaturdifferenz dadurch gemessen, daß man 
zwischen beiden Temperaturen einen CArnorprozeß durchführt und dessen 
Wirkungsgrad als Verhältnis A/Q, mißt. 


Zur praktischen Festlegung der absoluten Temperaturskala werden zunächst 
die beiden Fixpunkte 7, und 7, für den Eispunkt und den Siedepunkt des Wassers 
9* 
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unter Normaldruck betrachtet. Die Differenz wird als 

Ts — Tn = 1W0grd (2) 
definiert. Als nächstes führt man einen Kreisprozeß zwischen 7; und 75 durch 
und mißt den zugehörigen Wirkungsgrad 
Ts TE _ 100 grd j (3) 


oe Tg Tg 


Die Beobachtung liefert 7sz = 0,26799. Daraus folgt mit (2) für diese Tempe- 
raturen einzeln 


ee eK Ta = rs — 100grd=273,15°K. | (4) 


sE 


Die absolute Bestimmung irgendeiner unbekannten Temperatur 7 (also die 
Eichung einer Thermometerskala) kann auf folgendem Wege erfolgen: Zwischen 7 
und 7, wird ein Kreisprozeß durchgeführt. Ist 7 > 75, so gilt 


T=-2_ wegen n„=-1-. (5) 
1— T 
Im umgekehrten Falle 7 < 75 gilt 
T=Tp(l—n) wegen n=1- (6) 


In jedem dieser Fälle wird 7 durch das Experiment bestimmt. 7, ist durch (4) 
gegeben, und die gesuchte Temperatur 7 kann aus (5) bzw. (6) entnommen werden. 


Zum vorliegenden Verfahren könnte man einwenden, daß bei der experimen- 
tellen Bestimmung des Wirkungsgrades n = A/Q ja die Wärme Q gemessen 
werden muß, was wiederum nicht ohne Temperaturmessung möglich sei. Dem 
ist folgendes entgegenzuhalten: Mit irgendeinem nicht geeichten Thermometer 
ist es stets möglich zu kontrollieren, ob sich eine Temperatur geändert hat oder 
nicht. Beim Carnorprozeß wird dem oberen Wärmebehälter die Wärme Q ent- 
zogen. Im Falle (5) befindet er sich auf der Temperatur r. Der Wärmeentzug hat 
eine Temperaturverringerung um ör zur Folge, die mit einem nicht geeichten 
Thermometer zwar beobachtet, aber nicht gemessen werden kann. Nun führen 
wir diesem Wärmebehälter so lange durch elektrische Heizung Energie zu, bis das 
ungeeichte Thermometer zeigt, daß die ursprüngliche Temperatur 7 wieder er- 
reicht ist. Die zugeführte elektrische Energie ist leicht meßbar und stimmt mit & 
überein. 


Wegen seiner genaueren experimentellen Bestimmbarkeit wird der früher unter 
Normaldruck p, = 760 Torr definierte Eispunkt 7; neuerdings durch die Tempe- 
ratur 7;, vom Tripelpunkt des Wassers ersetzt. Beim Tripelpunkt können nach 
[324] bei einem ganz bestimmten Druck Pr = 0,00605 atm = 4,6 Torr alle drei 
Aggregatzustände gleichzeitig thermodynamisch stabil sein. Tı, unterscheidet sich 
nur geringfügig von der Eistemperatur bei Normaldruck: 74, — 75 = 0,0100 grd. 
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255 Die Dampfdruckformel 


Wir betrachten in Abb. 255 eine Substanz, von der sich ein Teil im flüssigen 
und ein Teil im gasförmigen Zustand befindet. Das p V-Diagramm des Gesamt- 
systems ist daneben dargestellt. Auf dem geradlinigen Bereich der Isothermen 
befindet sich, wie in [132] be- 
sprochen wurde, die Substanz 
in beiden Aggregatzuständen, 
rechts davon nur im gas- 
förmigen und links davon nur 
im flüssigen. Beim Durchlaufen 
der Isotherme von rechts nach 
links muß mit kleiner werden- 
dem Volumen V zunächst der a) 
Druck erhöht werden. Im Abb. 255. 
mittleren Bereich wandelt sich Zur CLAUSIUS-CLAPEYRoNschen Dampfdruckformel 
ohne Druckzunahme ein immer 
größerer Teil von der gasförmigen Phase in die flüssige um. Ist schließlich bei 
Y = VY;ı die gesamte Substanz verflüssigt, so erfolgt weitere Druckzunahme. Im 
waagerechten Bereich ist p nur noch von 7 allein abhängig. p(r) wird als der 
Dampfdruck des Systems bezeichnet. Die Bestimmungsgleichung für p (7) ist die 
CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Dampfdruckformel. 


Zu ihrer Berechnung führen wir einen Kreisprozeß im pV-Diagramm von 
Abb. 255 durch, indem wir den dort schraffierten Bereich in Pfeilrichtung um- 
laufen. Die dabei gewonnene Arbeit öA4 stimmt nach [223] mit dem schraffierten 
Flächeninhalt überein. Würden wir die seitlichen Begrenzungskurven dieser Fläche 
durch entsprechende adiabatische Kurvenstücke (gestrichelt) ersetzen, so würde 
sich 6A nur um Beträge ändern, die von höherer Ordnung in dr klein sind und 
daher für dr — 0 vernachlässigt werden können. Unter der Voraussetzung nur 
kleiner Unterschiede dr und dp gilt folgende Bilanz: 


54=dp(V,- Yı)=n5Q=Q,m). 0) 


Das erste Gleichheitszeichen enthält entsprechend (223.5) die Aussage, daß 64 
gleich dem schraffierten Flächeninhalt von Abb. 255 ist. Vergleichen wir den 
Vorgang mit einem CArRNoTprozeß, so folgt aus dem I. und II. Hauptsatz das 
zweite Gleichheitszeichen. Hier ist 7 =dz/r der Carnotsche Wirkungsgrad 
und öQ die bei der oberen Temperatur r während der Expansion unter konstantem 
Druck zugeführte endliche Wärmemenge Q, (7). Dies ist eine Differentialgleichung 
für den Zusammenhang zwischen dp und d7, die somit die Form 


dp __ 9%) (2) 
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erhält. Der durch (2) beschriebene Dampfdruck p(z) wird also durch die Umwand- 
lungswärme Q, und die Volumendifferenz zwischen den Aggregatzuständen be- 
stimmt. 


Eine etwas formalere Ableitung von (2) erhalten wir durch folgende Überlegung: 
Eine Phasenumwandlung der gesamten Substanz bei konstantem p und 7 ver- 
größert die Entropie um 


48=[as fe-% % (3) 


rd 7 T 


mit Q, als der Umwandlungswärme. Nach (251.2), zusammen mit (251.8), läßt 
sich diese Entropiezunahme auch durch 


_ Erdr Ip 7 = 
as 74 (32),a dr=0 (4) 
beschreiben. Ferner ist nach Abb. 255 p von V unabhängig und demzufolge 
auch (9p/97);. Hieraus folgt 
9P\ ıy_ Ir) _ dr@) 
48 I of ),av 2 far Be) Av. (5) 
Der Vergleich von (3) und (5) liefert wieder (2). 


Zur Anwendung von (2) betrachten wir ein Zahlenbeispiel. Für den Siedepunkt 
des Wassers wird 


| — 27,13 Torr/grd (6) 
dr Jexp 1O 
beobachtet. Wir rechnen zunächst den Druck entsprechend 
1 Torr = 133,3 N/m? (7) 
um und erhalten über die Dampfdruckformel (2) für die Umwandlungswärme 
: dp ” re m? Torr 
g= T(v, — ty) nr 373,2 ard (1,673 — 0,001) we 27,13 eu : 
_ 373.2-1.672:27.13.1333 kcal _ „u, kcal (9 
4185 kg kg 


in Übereinstimmung mit dem Experiment. 


Da von den Besonderheiten des flüssigen und des gasförmigen Aggregat- 
zustandes bei der Ableitung von (2) kein Gebrauch gemacht wurde, gilt diese 
Gleichung für jeden Phasenübergang, also auch von flüssig nach fest. Für diesen 
letzteren Fall betrachten wir (2) in der Form 


dr=dp ante ö (9) 


Diese Gleichung sagt aus, wie sich mit Änderungen des äußeren Drucks p die 
Umwandlungstemperatur 7 ändert. Im allgemeinen ist ty > rest. Wegen q > 0 
folgt aus (9), daß bei Druckerhöhung dp > 0 die Umwandlungstemperatur zu- 
nimmt, also der festen Aggregatzustand bevorzugt wird, der in diesem Falle die 
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Phase mit kleinerem Volumen ist. Beim Wasser dagegen ist vg, < rss. Daher wird 
hier bei Druckzunahme dp > 0 die Umwandlungstemperatur um dr <0 ge- 
ändert. Es wird also hier die flüssige Phase bevorzugt, die wiederum die Phase 
kleineren Volumens ist. Dieser Effekt hat z. B. zur Folge, daß durch den großen 
Druck eines Schlittschuhs eine dünne Eisschicht schmilzt, die das leichte Gleiten 
des Schlittschuhs ermöglicht. Beim System Wasser/Eis gilt 


dr _ 273,2°K (1 1,091) 10-3 m?/kg 
dp 79,7 kcal/kg 


grad 
at 


- — 0,0073 


(10) 


für die Änderung der Umwandlungstemperatur mit dem Druck. 


Für den Übergang flüssig > gasförmig kann die Dampfdruckformel (2) nähe- 
rungsweise integriert werden. V; wird gegen das viel größere Gasvolumen V, 
vernachlässigt. Letzteres wird näherungsweise durch die Zustandsgleichung des 
idealen Gases V, ® Rr/p ersetzt (die am Umwandlungspunkt natürlich eine 
schlechte Näherung ist). Damit entsteht 

dp , P dp Q, dr 


dr SR ame ”- 


für den Zusammenhang zwischen dp und dr. Wird weiter Q, näherungsweise 
als temperaturunabhängig angesehen, so liefert die Integration von (11) 


P(T) & ppe%lRr (12) 


für die Temperaturabhängigkeit des Dampfdrucks. 


256* Das Steran-BoLTzmannsche Gesetz 


Wir betrachten ein zylindrisches Gefäß mit Stempel, dessen spiegelnde Wände 
auf eine bestimmte Temperatur 7 aufgeheizt sind. Dies hat zur Folge, daß von 
den Wänden her der im übrigen leere Raum des Gefäßes mit elektromagnetischer 
Strahlung erfüllt wird. Ein Teil der Strahlung verschwindet durch Absorption 
an den Wänden. Gleichzeitig wird von den Wandmolekülen neue elektromagneti- 
sche Strahlung ausgesandt, so daß eine Art Gleichgewichtszustand für die im 
Hohlraum befindliche Strahlung entsteht, die das gesamte Volumen gleichmäßig 
erfüllt. Die Energiedichte 7 ist daher nicht ortsabhängig, und es gilt „= E/V. 
Beim Hineindrücken des Stempels verkleinert sich das Volumen Y des Strahlungs- 
hohlraums, nicht aber seine Energiedichte 7, da sich das übriggebliebene Volumen 
unter den gleichen physikalischen Bedingungen wie früher befindet. Daher 
hängt 7 nicht vom Volumen V ab, sondern lediglich von der Temperatur 7. Es 
gelten somit die Beziehungen 


B= (nV (gr), ) 


für den Zusammenhang zwischen E, n. V und r. 
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Die im Hohlraum befindliche Strahlung übt auf die Außenwände einen Druck 
aus, der nach (141.1) durch die Beziehung 
Übertragener Impuls (2) 
Fläche - Zeit 
berechnet werden kann. Bekanntlich [F 742.7] besitzt die elektromagnetische 
Energiedichte die gleiche Trägheit wie eine Massendichte u = n/c?. Hier ist c 
die Lichtgeschwindigkeit. Auf eine Fläche dF mit der Normalen in x-Richtung 
wird in der Zeit öt der Impuls derjenigen Strahlung übertragen, die sich mit einer 
Geschwindigkeit v, > 0 links von der Fläche im Volumen v„ötd F befand. Dieser 
Impuls ist das Produkt aus dem Volumen v„ötdF und der doppelten Impuls- 
dichte 2uv, = 2nv,/e?. Damit entsteht für (2) 
(nfe®yv, v,dtdF 
pP ar M 
In der Mittelung sind wie in (141.4) alle v, 2 0 berücksichtigt. Dadurch entfällt 
der Faktor 2. Bei isotroper Richtungsverteilung der Strahlungsenergie im Hohl- 
raum gilt daher 


® 1 1 E 
pen zNı=3 Ta (4) 


Der Strahlungsdruck p ist also ein Drittel der Energiedichte. 


Soll es unmöglich sein, mit dem hier geschilderten Strahlungshohlraum ein 
PM II zu bauen, so muß der II. Hauptsatz gelten. Betrachten wir den Strahlungs- 
hohlraum als thermodynamisches System, so müssen seine Zustandsgrößen nach 
(251.8) die Bedingung 


9E\ __[9p 
ar). lan? ” 
erfüllen. Nun folgt mit (1) und (4) 
9E 9nV 
av ET =n=3p. (6) 
Auch hängt p wie n nur von r ab, so daß (5) in 
dp _,P dp _,dr 
u oz ie (7) 


übergeht. Nach Integration entsteht hieraus 


@ 


als Ergebnis. Unabhängig von dem (im übrigen sehr komplizierten) Mechanismus 
der Absorption und Emission von Strahlung verlangt der II. Hauptsatz also, daß 
Energiedichte 7 und Strahlungsdruck p, die sich im übrigen nur um einen Faktor 3 
unterscheiden, von der Temperatur 7 allein abhängen, und zwar proportional 
zur vierten Potenz sind. Mit zunehmender Temperatur wächst also die im Hohl- 
raum befindliche elektromagnetische Energie sehr stark an. 
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Übungsaufgaben 


25.1. Ferromagnetische Substanz (228.8) oberhalb 9. Wie groß ist die Differenz der Wärme- 
kapazitäten C, „— C_y ? 


25.2. Eine paramagnetische Substanz mit der Zustandsgleichung k/r = M/K (K = konst.) 
wird in ein Magnetfeld gebracht (p = konst., r = konst.). Wie ändert sich die Entropie? 
Zahlenbeispiel: r = 5 °K, I = 10? Oe, k= K/Z = 4,38 : 10" VA-!sm? grd/kmol. 


25.3. Ein Draht (l, = Im, Querschnitt F = 10°* m?) wird bei konstanter Temperatur in 
einem homogenen Magnetfeld von I = 300 Oe (parallel zum Draht) mit einem Gewicht 
von @ = 10kp belastet. Wie ändert sich die Magnetisierung? (Längenänderung nach 
dem Hoökzschen ‘Gesetz; h-abhängiger Elastizitätsmodul: e(h) » &,[1 — F(h)], 
/(h) = ah + a,h2, a, = 1,55 -10-2/Oe, a, = — 1,50 : 10°7/(Oe)?, &, = 2,045 - 10! kp/m?). 


25.4. Mit der ferromagnetischen Substanz (228.8) wird 4 
unter den Bedingungen ,>% dV=0 neben- 
stehender Kreisprozeß durchgeführt: Isotherme Ent- Mt sg=0 
magnetisierung M,—> M = 0, Abkühlung bei 4 =0 
auf z, durch ein Wärmebad r,, Rückkehr zu M, auf 7=kanst. 
einer Adiabaten. Wie groß ist der Wirkungsgrad n? 
Vergleich mit n.; Erklärung? h 


25.5. Mit Hilfe von (251.8) ist zu zeigen, daß die thermodynamische Temperaturskala durch 
Messung der Temperaturabhängigkeit (irgendeine Skala #!) des Spannungskoeffizienten 
(3p/99), und des Verhältnisses (0Q/9V)a bestimmt werden kann. 


25.6. Eine Stahlflasche mit Ammoniak (r, = —33,8°C für p, = lat = 9,81 - 10‘ N/m?, 
9, = 326 kcal/kg, Differenz der spezifischen Wärmen flüssig-gasförmig Ac,= (1 — Cgas = 
= 0,56 - 10°3 kcal/kg grd) wird auf 20 °C erwärmt. Wie hoch muß der Druck mindestens 
gewählt werden, damit der Inhalt noch flüssig bleibt? (Dampf = ideales Gas, dz.s > Yy)- 


25.7. Es ist nachzuweisen, daß bei Gültigkeit der klassischen (RayLeiskschen) Strahlungs- 
formel E/V = ßr, f = konst., ein PM II konstruiert werden könnte. Wie groß wäre 
der Wirkungsgrad n(7,, 7,) für den Carnotprozeß? 


26 Irreversible Zustandsänderungen in abgeschlossenen Systemen 


Zusammenfassung: Die Entropieänderung dS bei einem Prozeß Z> Z’ im abgeschlos- 
senen System wird auf dem Umweg einer reversiblen Prozeßführung im unabgeschlossenen 
System berechnet. Je nachdem, ob dS 3 0 ist, ist der Prozeß Z—> Z’ möglich und irre- 
versibel, möglich und reversibel oder unmöglich. Dieser Sachverhalt wird zunächst beim 
Temperaturausgleich, bei der Gasexpansion und der Reibung demonstriert und anschließend 
ganz allgemein bewiesen. Für den Temperaturausgleich kann eine Bilanz der lokalen Entropie- 
verteilung angegeben werden. Die Entropieänderung Rn (V’/V) bei der Gasexpansion er- 
möglicht eine statistische Deutung der Entropie als $= k InW mit W als der relativen 
Realisierungswahrscheinlichkeit eines thermodynamischen Zustands. 


261 Entropiezunahme bei Temperaturausgleich 


Von einem Wärmereservoir 7, strömt eine Wärmemenge öQ in ein zweites 
Reservoir 7,<7,. Diese Situation ist in Abb. 261 schematisch dargestellt. Es 
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handelt sich hierbei um einen irreversiblen Prozeß, da der umgekehrte Vorgang 
eine Wärmeströmung gegen das Temperaturgefälle bedeuten würde. Er könnte unter 
Zuhilfenahme eines CArnotTschen Kreisprozesses, bei dem die „hinaufgeströmte‘“ 
Wärme zum Teil in Arbeit verwandelt würde, zur Konstruktion eines PM II 
benutzt werden. Die beider Wärmeströmung öQ auftretende Entropieänderung dS 

des aus beiden Behältern bestehenden Gesamt- 


4 I: systems soll berechnet werden. 
Apr / 


Eine unmittelbare Anwendung der Formel 
A dS=58Q/r ist hier unmöglich, weil diese 


\sa 7 Formel nur für reversibel geführte Zustands- 
änderungen gilt. Wir beschreiten daher einen 

=1<n 7-7 anderen Weg. Zunächst ist dS = 8’ — 8 
mit 8 und ‚’ als den Anfangs- und End- 

Abb. 261. Temperaturausgleich entropien des Systems von Abb. 261. Diese 


zwischen 7, und r, auf reversiblem (t}) 
und irreversiblem (>) Wege 


beiden Größen hängen als Zustandsgrößen 
nur vom jeweiligen Zustand ab, nicht aber 
von dem Weg, auf dem der betreffende 
Zustand erreicht wurde. Wir können daher die Differenz d,S berechnen, indem 
wir die eigentlich irreversible Zustandsänderung des abgeschlossenen Systems 
durch solche reversibel durchgeführten Zustandsänderungen im nicht ab- 
geschlossenen System ersetzen, die auf den gleichen Endzustand führen. Diese 
Methode, Entropiedifferenzen bei irreversiblen Prozessen zu berechnen, ist 
typisch und wird in den nachfolgenden Abschnitten systematisch angewendet. 


Wir beachten zunächst, daß die Entropie eine extensive Größe ist, so daß 
S=S+%, (1) 


für den Anfangszustand und sinngemäß auch für den Endzustand gilt. S, und S, 
sind die Entropien des linken und rechten Wärmebads von Abb. 261. Wir denken 
uns jetzt zwei Wärmebäder 7, und 7, hinzu, deren Temperaturen mit 7, und r, 
(bis auf infinitesimale Abweichungen nach unten bzw. oben) übereinstimmen. 
Nunmehr erreichen wir die irreversible Zustandsänderung von Abb. 261 auf 
folgendem reversiblem Wege: Wir entnehmen dem Wärmebad r, die Wärme- 
menge öQ und bringen sie in das äußere Bad 7). Dabei geht die Entropie 8; in 
S; — öQ/r, über. Dann überführen wir eine Wärmemenge öQ von gleicher Größe 
vom äußeren Resevoir 7, in das Reservoir 7,. Dabei vergrößert sich dessen Entropie 
Ss, auf 8, + öQ/r,.. Die Entropie des Endzustandes ist daher 
s-(8-2)+(8,+2), (2) 


T, r 


und wir erhalten für die gesuchte Entropiedifferenz 


4s=g'-8 se(-- -)- nm) >0. (3) 


T, TıT, 
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Da z, > 7, und öQ > 0 vorausgesetzt wurde, ist auch dS > 0, d.h. die Entropie 
nimmt zu. 

Der hier betrachtete, von selbst ablaufende Prozeß führt also zu einer Entropie- 
zunahme. Der gleiche Prozeß mit 7, < 7, ist, wie eingangs gezeigt wurde, durch 
den II. Hauptsatz verboten. Er würde nach (3) einer Entropieabnahme dS<0 
entsprechen. 


262 Entropiebilanz im Wärmestrom 


Zur Verallgemeinerung der Überlegungen des vorigen Abschnitts betrachten 
wir einen allgemeinen Ausgleichvorgang der Temperatur im Sinne der Wärme- 
leitungstheorie [12]. Für die Wärmebilanz wurde dort in (122.8) die Gleichung 


RY} ar n 
gefunden. Hier war » die erzeugte Wärmeleistungsdichte, j die Wärmestromdichte 
und drug die in einem Volumenelement dr vorhandene Wärmemenge. Während 
des Temperaturausgleichs befindet sich das System als Ganzes nicht im thermi- 
schen Gleichgewicht. Trotzdem läßt sich im nachfolgenden Sinne von einem 
Mikrogleichgewicht des Systems sprechen. Wir denken uns das System in lauter 
kleine Volumina dr unterteilt, deren jedes eine einheitliche Temperatur besitzt 
and sich daher unabhängig von den übrigen im thermischen Gleichgewicht be- 
findet. Jedem dieser Mikrosysteme dr läßt sich eine Entrepie zuordnen. Die 
Gesamtentropie des Systems ist als extensive Größe gleich der Summe dieser 
Mikroentropien. Unter diesen Voraussetzungen wird es möglich, in ähnlicher 
Weise wie in (1) für die Wärme auch für die Entropie eine Bilanz aufzustellen. 


Ausgehend von der Definition der Entropie 


2 
s-[ dras=dru[ 22 (2) 
definieren wir drus als die Entropie des Mikrosystems dr. Dann ist «s die Entropie- 
dichte. Bei zeitlicher Änderung der Entropiedichte eilt 
ae) ES (3) 


Ferner betrachten wir das System, in dem der Temperaturausgleich stattfindet, 
als abgeschlossen. Es kann daher keine Wärme erzeugt oder vernichtet werden, 
so daß v(t, t) = 0 ist. Beim Einsetzen von (dug/dt) aus (1) entsteht zunächst 
9us _ 1 Ing 1 8 or 3.97 (4) 
at r 8 r or gr r 72,06 


Die zuletzt durchgeführte Umformung ermöglicht folgende Darstellung der 
Entropiebilanz: 
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Der Vergleich von (5) mit (1) zeigt, daß neben der Entropiedichte us die Größe j/r 
die Bedeutung einer Entropiestromdichte erhält. Die rechte Seite von (5) muß 
analog zu (1) die Entropiequellen oder -senken enthalten. 


Nach der Wärmeleitungsgleichung (121.6) gilt 
; 9 
jm-Agr (6) 
für den durch Temperaturgefälle hervorgerufenen Wärmestrom j. Damit entsteht 


für die rechte Seite von (5) gemäß 


gus 
EL, 


i 2 
> n 
ein positiv definiter Ausdruck. Er besagt, daß (immer unter der Voraussetzung 
v = 0) Entropie überhaupt nicht vernichtet, sondern nur erzeugt werden kann, 
und zwar nur an Orten mit Temperaturgefälle. In diesem Sinne charakterisiert 
die rechte Seite von (7) die lokale Entropieerzeugung beim Temperaturausgleich. 
Es handelt sich also hier wie im vorigen Abschnitt wieder um einen irreversiblen 
Vorgang, der unter Entropiezunahme abläuft. Der entgegengesetze, also mit 
Entropieverminderung verbundene Vorgang widerspricht dem II. Hauptsatz. 


263 Irreversible Gasexpansion 


Wir betrachten nochmals den GayY-Lussacschen Versuch, bei dem sich ein wärme- 
isoliertes ideales Gas gemäß V—V’>V expandiert. Es handelt sich, wie in [243] 
besprochen wurde, wieder um einen irreversiblen Prozeß, da der Umkehrprozeß 
zur Konstruktion eines PM II ausgenutzt werden könnte. Die bei diesem Prozeß 
stattfindende Entropieänderung 48 soll berechnet werden. 


Die Formel dS$ = öQ/r erweist sich wie bei allen irreversiblen Zustandsände- 
rungen als falsch. Im vorliegenden Falle des wärmeisolierten Systems wäre 
6Q = 0 zu setzen. Das könnte wieder zu dem falschen Schlusse führen, daß auch 
AS = 0 sei. Die Berechnung von A$ erfolgt sinngemäß wie in [261] dadurch, daß 
wir zunächst 

AS=8'—-8 (1) 
setzen und beachten, daß S und 8’ nur durch Anfangs- und Endzustand bestimmt 
sind, nicht aber durch den speziellen Weg der Zustandsänderung. 48 muß daher 
bei allen Zustandsänderungen, die zum gleichen Anfangs- und Endzustand ge- 
hören, auch den gleichen Wert besitzen. Wir erhalten AS im vorliegenden Falle 
dadurch, daß wir die gleiche Zustandsänderung V— V’ im nichtabgeschlossenen 
System auf reversiblem Wege durchführen. Das Gas wird hierzu in ein Wärme- 
bad r gebracht und allmählich von V auf V’ expandiert. Dabei wird mechanische 


Arbeit 
84 = 8Qrv > 0 (2) 
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gewonnen. Sie stimmt nach dem I. Hauptsatz mit der gleichzeitig (diesmal 
reversibel) vom Wärmebad 7 zugeführten Wärme ö@,., überein. Für die Berech- 
nung von AS kann nunmehr (244.8) herangezogen werden, und es gilt 


Ss’ vr E v V;T av Tr 
48= [ie [ rt - (27 -(7Za 08 
T T T Vr 

Ss ysrT vr 14 


Da die Zustandsänderung isotherm ist, folgt dr = 0 und für das ideale Gas wegen 
E=E(r) auch dE =0. p wird durch die Zustandsgleichung des idealen 
Gases ersetzt, und die Integration liefert 


[45-#n4.>0 wegen V'>V, (aj: 


also einen sehr einfachen, temperaturunabhängigen Ausdruck. 


Wieder haben wir es mit einem irreversiblen Prozeß im abgeschlossenen System 
zu tun, und auch hier ist die dabei auftretende Entropieänderung AS > 0. Der 
umgekehrte, aber durch den II. Hauptsatz verbotene Prozeß würde AS <0 
ergeben. h 


264 Zur statistischen Deutung der Entropie 


Der einfache Ausdruck (263.4) für den Entropieunterschied zweier idealer 
Gase, die sich unter sonst gleichen Bedingungen in verschieden großen Volumina 
V'>V befinden, ermutigt uns, die schon in [244] gestellte Aufgabe einer stati- 
stischen Erklärung des Entropiebegrifts in 
vorläufiger Form zu behandeln. Zu diesem 
Zweck fragen wir uns, wie wahrscheinlich 
es eigentlich ist, daß bei zufälliger Ver- 
teilung der Moleküle gerade der eine Zustand 
mit Y7 oder der andere mit V’ realisiert 
wird. Mit Yy als dem „Weltvolumen“ ist 
bei völliger Gleichberechtigung aller Orte 
V/Vw die Wahrscheinlichkeit, ein be- Abb. 264. 
stimmtes Molekül gerade im Volumen V von Zum Wahrscheinlichkeitsbegriff 
Abb.264 zu finden. 


Die Wahrscheinlichkeit, daß es sich in 7’ befindet, ist V’/Vy. Weiter ist die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich zwei statistisch voneinander unabhängige Teil- 
chen (wie beim idealen Gas) beide im Volumen V befinden, nach den Ausführungen 
von [144] gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten, also (V/ Yyp). Die 
Wahrscheinlichkeiten für das Vorhandensein von N Molekülen im Volumen V 


bzw. V’ sind 
_EV\N [INN 1 
u-(7,) w-(7,)- v 
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Wir müßten daher, um die Entropiedifferenz (263.4) zu erhalten, die Entropie S 
durch S = k Inw definieren. Beim Einsetzen von (1) würden wir für die Entropie- 
differenz (263.1) jedenfalls 


Be; w 3’ V'\N 77, 12 v' 
48=8'-S=- kn -kin(,) Nkn; =Rn-, (2) 


erhalten, in Übereinstimmung mit (263.4). 


Diese Definition von S hat aber den Nachteil 8 < 0 wegen w< 1. Wenn V, 
das kleinste überhaupt meßbare Volumen ist, so ist w, = (V,/V)” die kleinste 
beobachtbare Wahrscheinlichkeit (nämlich für Konzentration aller Teilchen in V,). 
Wir führen die Relativwahrscheinlichkeit 


W= - 1 w= (7&)" 


v9 


IV 


(3) 


ein, die angibt, wievielmal wahrscheinlicher eine Verteilung, verglichen mit der 
ungünstigsten w,, ist. Mit W läßt sich die Entropie 


[s=-knw=0 | (4) 


nunmehr als positiv definite Größe einführen. 


In Gleichung (4) ist 8 eine monoton wachsende Funktion von W. Sie ist offenbar 
ein Maß für die zufällige Realisierbarkeit eines bestimmten Zustandes. Je größer 
der Ordnungsgrad einer Teilchenverteilung (z. B.: Konzentration auf ein kleines 
Volumen) ist, um so kleiner ist die zugehörige Wahrscheinlichkeit für zufällige 
Realisierung. W ist daher ein Maß für das Ungeordnetsein, kurz: ein Maß für 
die Unordnung. Die in den letzten Abschnitten beobachtete Tatsache, daß die 
Entropie S bei irreversiblen Prozessen zunimmt, bedeutet nach (2), daß bei 
solchen Prozessen auch W und daher die Unordnung zunimmt, der Ordnungs- 
grad also abnimmt. Daß Prozesse mit AS < O0 nicht existieren, bedeutet, daß 
auch AW < 0 nicht vorkommt, daß also der Ordnungsgrad eines Systems sich 
nicht von selbst erhöhen kann. 


Es könnte die Frage aufgeworfen werden, warum man nicht die zufällige 
Realisierungswahrscheinlichkeit W selbst als thermodynamische Größe verwendet, 
sondern statt dessen eine durch die monotone Funktion (4) aus ihr hervorgehende 
Größe S. Dieses Verfahren hat folgenden Vorteil: Wir betrachten zwei vonein- 
ander unabhängige Systeme 1 und 2 als ein gemeinsames Gesamtsystem. Der 
Zustand, in dem sich das System 1 befindet, habe die Realisierungswahrschein- 
lichkeit W,, der Zustand des zweiten Systems entsprechend W,. Da diese Wahr- 
scheinlichkeiten voneinander unabhängig sind, ist die Gesamtwahrscheinlichkeit W 
dafür, daß sich das eine System im Zustand 1, das andere im Zustand 2 befindet, 


Iw=w.-w,.| (5) 
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Beim Einsetzen von (5) in (4) folgt hieraus für die Gesamtentropie 


S=-8+8,.| (6) 


Die durch (4) definierte Entropie S$ hat daher den Vorteil, daß sie einerseits mit 
der „Unordnung“ W des Systems wächst und andererseits eine extensive Größe ist. 


Die endgültige statistische Definition der Entropie unterscheidet sich von der 
vorläufigen Definition (4) nicht prinzipiell, sondern nur dadurch, daß der Wahr- 
scheinlichkeitsbegriff allgemeiner gefaßt ist. Denn schließlich werden die Teilchen 
nicht nur durch ihren Ort, sondern auch durch ihre Geschwindigkeit charakteri- 
siert. Das macht sich entscheidend bemerkbar, wenn verschiedene Energien und 
Temperaturen bei den zu besprechenden Zustandsänderungen vorkommen. 


265 Entropieänderung bei Reibung 


Wir betrachten folgende Versuchsanordnung: In einem abgeschlossenen thermo- 
dynamischen System befindet sich ein Gewicht @,. Es sinkt langsam herunter. 
Die dabei gewonnene Arbeit wird dem System durch Reibung als Wärme zu- 
geführt. Gefragt ist wieder nach der Entropieänderung. 


Wieder haben wir es mit einem irreversiblen Prozeß im abgeschlossenen System 
zu tun. Dem System wird keine Wärme AQ zugeführt, trotzdem ändert sich seine 
Entropie. Um die gleiche Zustandsänderung durch reversible Prozeßführung 
herbeizuführen, brauchen wir lediglich die Arbeit A4 = @,h > 0, die das Ge- 
wicht leistet, als mechanische Arbeit aus dem System herauszuführen und dem 
System von einem äußeren Wärmebad in gleicher Menge (zur Aufrechterhaltung 
des I. Hauptsatzes) Wärme 4Q = @,h > 0 zuzuführen. Damit ist der gleiche 
Endzustand auf reversiblem Wege erreicht, und die zugehörige Entropiezunahme 
ist 

AS= — _ = >0; (1) 


Der umgekehrte Vorgang würde wieder einerseits die Konstruktion eines PM II 
ermöglichen und andererseits eine Entropieänderung AS < 0 liefern. 


266 Allgemeines Kriterium für Irreversibilität 


Die verschiedenen, bislang in diesem Kapitel behandelten Zustandsänderungen 
haben eins gemeinsam: Sie finden alle in abgeschlossenen Systemen statt. Sie 
sind irreversibel in dem Sinne, daß ihre Umkehrbarkeit die Konstruktion eines 
PMII ermöglichen würde, und sie vergrößern die Entropie S des Systems, 
während der verbotene Umkehrprozeß die Entropie verkleinern würde. Es liegt 
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daher die Annahme nahe, daß diese Sachverhalte möglicherweise verall- 
gemeinerungsfähig sind für irreversible Prozesse aller Art, die in abgeschlossenen 
Systemen stattfinden. Hierfür soll im vorliegenden Abschnitt ein allgemeingültiger 
Beweis geliefert werden. 


Wir setzen voraus, daß in irgendeinem abgeschlossenen thermodynamischen 
System die infinitesimale Zustandsänderung 


Z>Z E>E=E 


S>8'=8+dS dSs=s0 " 
von selbst abläuft. Z steht für alle sonstigen Zustandsgrößen. Die Richtigkeit 
dieser Voraussetzung untersuchen wir dadurch, daß wir diesen Prozeß im Ge- 
dankenexperiment mit dem umgekehrten Prozeß zu einem Kreisprozeß ergänzen. 
Der Umkehrprozeß jedoch soll durch Ein- 
griffe in das System auf reversiblem Wege 
durchgeführt werden. Seine Entropieänderung 
ist dS’ = —dS. 


Im allgemeinsten Falle ist es zur reversiblen 
Durchführung des Umkehrprozesses erforder- 
lich, die Parameter des Systems (wie V, p, MH 
oder dgl.) durch Zufuhr von Arbeit 8A zu 
verändern. Ferner müssen eventuell Wärme- 
mengen öQ; bei den verschiedensten Tempe- 
raturen 7, zugeführt werden (siehe Abb. 266). 
Die letztere Forderung läßt sich durch ein ein- 
ziges Wärmereservoir 7, und eine CARNOTsche 

Abb. 266. Maschine erfüllen. Die erforderlichen Wärme- 
Reversible Durchführung einer be mengen öQ; werden aus 7, durch Kreis- 
ee ar prozesse auf 7; „hochgepumpt“. Jedes öQ; 


Als Hilfsgeräte werden die Wärme- j a ; x ® 
behälter r,, ein Arbeitsreservoir und wird dabei durch $ A® undeeineandere Wärme- 


eine Carnorsche Maschine benötigt menge gW ersetzt. Insgesamt müssen also 
5A=5A,+5AD +... +85A0 +. -- 
8Q=-59+5Q° +... +5Q® +... aus 7, 


(2) 
aufgebracht werden. Die Carnormaschine durchläuft dabei nur Kreisprozesse 


und trägt somit nichts zur Entropieänderung bei. 


Nach dem I. Hauptsatz muß wegen (1) ö6Q = —8A = 84 erfüllt sein. Außer- 
dem gilt wegen der reversiblen Prozeßführung des Umkehrprozesses 


are (3) 


[266] 26 Irreversible Zustandsänderungen in abgeschlossenen Systemen 145 


In den drei Fällen (1) liefert der Kreisprozeß Z>Z’—>Z also als abgegebene 
mechanische Arbeit 
84=0 bei dSE0. (4) 


Sie wurde als Wärme öQ dem Reservoir 7, entzogen. 


Wir betrachten zunächst den Fall dS$ < 0. Hier ist mit 6A > 0 ein vollendetes 
PM II konstruiert. Also war die ursprüngliche Voraussetzung falsch, der selb- 
ständige Prozeß (1) mit d$S < 0 wird vom II. Hauptsatz verboten, ist also un- 
möglich. Nun betrachten wir den Fall d$S > 0. Hier ist 6A < 0, wogegen vom 
Standpunkt des II. Hauptsatzes aus nichts einzuwenden ist. Allerdings kann dieser 
Prozeß nur in Richtung $ — 8’ ablaufen, denn im umgekehrter Richtung würde 
die Entropie abnehmen, was jedoch — siehe vorher — vom II. Hauptsatz verboten 
ist. Also sind Prozesse mit d$ > 0 möglich und irreversibel. Im Falle dS = 0 
schließlich ist 8 4 = 0. Gegen diesen Prozeß sind vom Standpunkt des II. Haupt- 
satzes aus keine Einwendungen zu erheben. Er kann in beiden Richtungen 
durchlaufen werden. 


Die zu einer Zustandsänderung (1) im abgeschlossenen System gehörige 
Entropieänderung liefert also zusammen mit dem II. Hauptsatz ein Kriterium 
dafür, ob diese Änderung selbständig stattfinden kann oder nicht. Zusammen- 
fassend gilt 


möglich, irreversibel 
dS=0 möglich, reversibel (5) 


unmöglich 


Mit diesen Aussagen ist der II. Hauptsatz das einzige physikalische Grundgesetz, 
das eine der Zeitrichtungen Vergangenheit 2 Zukunft besonders auszeichnet: 
Nach zunehmenden Zeiten hin dürfen nur solche Prozesse selbständig ablaufen, 
bei denen d$=0 ist. Alle sonstigen physikalischen Gesetze, die nicht in- 
variant gegen Zeitumkehr sind, wie Wärmeleitung, Reibung, OHmsches Gesetz 
usw., stehen in direktem Zusammenhang mit dem II. Hauptsatz der Thermo- 
dynamik. 


Ist ein System so beschaffen, daß sich in ihm ein thermodynamischer End- 
zustand nach unendlich langer Zeit einstellen kann, so muß die Entropie in 
diesem Zustand wegen (5) ein Maximum aufweisen. Hat $ nämlich ein Maximum 
erreicht, so sind keine weiteren selbständigen irreversiblen Änderungen mehr 
möglich, das System befindet sich in einem stabilen Gleichgewichtszustand. (Be- 
findet sich S in einem Nebenmaximum, so ist der Zustand ‚‚metastabil“.) Das 
Problem der Berechnung thermodynamischer Gleichgewichtszustände läßt sich 
daher als Extremalproblem formulieren, eine Möglichkeit, von der bei der Unter- 
suchung thermodynamischer Systeme [3] ausgiebig Gebrauch gemacht wird. 


10 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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Übungsaufgaben 


26.1..In einer Umgebung von 7, = 20 °C schmilzt Eis von 7, = —5°C. Nachweis der Irre- 
versibilität. Entropieänderung des Eises, der Umgebung? (Schmelzwärme bei 0°C 
9: = 79,7 kcal/kg, spezifische Wärmekapazitäten cp, = 0,485 kcal/kg grd, Cyyasser = 
l kcal/kggrd). Man skizziere den reversiblen Ersatzprozeß im unabgeschlossenen 
System. 


26.2. Ein ideales Gas hat im Teilvolumen V, den Druck ?ı, in V, den Druck p,. (Tempera- 
turen gleich, Gesamtsystem V = V, + V, wärmeisoliert). Verschieben der Trennwand: 
Druckausgleich. Wie ändert sich die Entropie? Spezialfall: V, = V,, Molzahlen Z, = 2Z,. 


26.3. Im Teilvolumen P, eines Strahlungshohlraums V = V, + P, befindet sich Strahlung 
(vgl. [256]), während V, strahlungsfrei ist. Durch ein Loch in der Trennwand läßt man 


die Strahlung plötzlich ins Volumen V, eintreten (Analogon zum Gay-LvssAac-Versuch). 
Nachweis der Irreversibilität. 


26.4. VAN-DER-Waatssches Gas (Abb. 255): Es ist nachzuweisen, daß Verdampfung bei 
Drucken p < p(r) irreversibel, bei p > p(z) unmöglich ist. (Man benutze 7. < go.) 


27  Absoluter Nullpunkt der Temperatur 


Zusammenfassung: Die Freie Energie F = E — r$ 'stellt den isotherm verfügbaren 
Arbeitsvorrat eines Systems dar. Bei irreversiblen Prozessen strebt sie einem Minimum zu. 
Die gleiche Beobachtung für E bei chemischen Reaktionen legt die Vermutung nahe, daß Z 
und F bei verschwindender Temperatur r> 0 einen Berührungspunkt höherer Ordnung 
haben. Dies ist der Inhalt des II]. Hauptsatzes oder auch Nerxstschen Wärmesatzes. Aus 

ihm folgt, daß für r— 0 die Entropie voluwenunabhängig wird und verschwindet. Auch 
“ die Differentialquotienten von 7, V, E und F nach der Temperatur verschwinden einzeln. 
Der absolute Temperaturnullpunkt z = 0 ist experimentell unerreichbar. 


271 Freie Energie 


Nach dem I. und II. Hauptsatz kann die Energie eines Systems durch 
dE=8Q+6A=rdS—-pdV (1) 


dargestellt werden. Diese Gleichung gilt für reversibel geführte Zustandsände- 
rungen (bei denen also nur Gleichgewichtszustände durchlaufen werden). Bei 
Prozessen mit konstantem V bzw. 8 gilt demnach 


dEr=5Q dEs= 5A. (2) 


Die innere Energie E des Systems kann also als der bei konstantem Volumen V 
verfügbare Wärmevorrat, aber auch als der bei konstanter Entropie 8 (adiabatisch) 
verfügbare Arbeitsvorrat angesehen werden. Die Einführung der Enthalpie 
durch (232.1) führt mit (1) auf 


dAH=d(E+pV)=rdS-+Vdp. (3) 
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Bei Zustandsänderungen mit konstantem Druck gilt somit 


| dH,= 80. | (4) 


Die Enthalpie H ist also der bei konstant gehaltenem Druck verfügbare Wärme- 
vorrat des Systems. 


.. Ganz analog zur Enthalpie H, nur mit den Variabeln r, 8 statt p, V, wird als 
„Freie Energie“ eines Systems die Größe 


F=E-rS (5) 
definiert. Mit (1) gilt für die Änderungen von F 
dFf=-Sdr-pdV=-Sdr+döA. (6) 


Bei Prozessen mit konstanter Temperatur 7 gilt also 


| ar,=54. | 0) 


In gleicher Weise, wie E in (2) den adiabatisch verfügbaren mechanischen 
Arbeitsvorrat darstellt, bedeutet also die Freie Energie F den isotherm verfüg- 
baren Arbeitsvorrat eines thermodynamischen Systems. 

Da F als Zustandsgröße die Gleichung 


ar(v, 2) (a7), AV | (3),ar (8) 


erfüllt, folgt aus dem Vergleich von (6) und (8) 


Me Be. 


Die erste Beziehung enthält die Zustandsgleichung, die zweite ermöglicht die 
Berechnung der Entropie S und, zusammen mit (5), die Berechnung der inneren 
Energie E des Systems. Die Freie Energie F (V, r) ist ein thermodynamisches 
Potential im Sinne der Ausführungen von [313]. Bei irreversiblen Vorgängen in 
einem thermodynamischen System wird im allgemeinen die als mechanische 
Arbeit verfügbare Energie in Wärme verwandelt. Dabei verringert sich der 
Arbeitsvorrat (7) des Systems und entsprechend seine Freie Energie F. In gleicher 
Weise wie beim abgeschlossenen System die Entropie 8 ein Maximum anstrebt, 
erreicht F im thermischen Gleichgewicht bei konstanter Temperatur r und kon- 
stantem Volumen ein Minimum. Die mathematische Form dieser Aussage wird 
weiter unten in (313.2) gegeben. 


272 NERNSTscher Wärmesatz 


Bei Zimmertemperatur laufen die meisten chemischen Reaktionen exotherm, 
also unter Wärmeentwicklung, ab. Gilt für die Energien 
E-Hedezo, (1) 
10* 
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so verläuft die Reaktion in Richtung 1— 2. Die innere Energie E des Systems 
nimmt dabei ab. Dieser Erfahrungssatz ist das BERTHELoTsche Prinzip. Es gibt 
Ausnahmen von dieser Regel. Ein einfaches Beispiel hierfür ist die Verdunstung 
von Wasser (wenn man den Phasenübergang als chemische Reaktion auffaßt). 


Genauere Untersuchungen zeigen, daß chemische Reaktionen niemals bis zu 
Ende ablaufen, sondern in einem Gleichgewichtszustand enden, in dem sowohl die 
Substanzen. des Anfangs- als auch die des Endzustandes vorhanden sind. Das 
wirkliche Maß für die Reaktionsriehtung bei chemischen Prozessen wurde von 
van’T-Horr gefunden. Die Bedingung lautet, daß nicht E. entsprechend (1), 
sondern vielmehr die Freie Energie F entsprechend 


F,-F,R,=AF<o0 (2) 


bei einer chemischen Reaktion abnimmt (falls Volumen und Temperatur konstant 
gehalten werden). Das ist vom Standpunkt der Ausführungen am Schluß von [271] 
verständlich, denn die chemischen Reaktionen sind im allgemeinen hochgradig 
irreversibel ablaufende Prozesse. 


Daß trotzdem die Bedingung (1) bei nicht so hohen Temperaturen empirisch 
weitgehend erfüllt wird, führte NERNST auf die Vermutung, daß sich AE und AF 
bei niedrigen Temperaturen offenbar nur wenig voneinander unterscheiden, und 
daß möglicherweise für r — 0 die Kurven AE(r) und AF(r) eine „Berührung 
höherer Ordnung‘ haben. Mathematisch lautet diese Forderung: 

lim (AB- AP)=0 iA (3) 
T>0 T>0 T 
Von Pranck wurden diese Bedingungen verallgemeinert. Er vermutete, daß die 
Gleichungen (3) nicht nur für die Differenzen AE und AF bei chemischen Reak- 
tionen, sondern einzeln in der Form 


lim (E— F)=0 


T>0 T>0 


u (4) 


für jede Substanz gelten. Die Richtigkeit dieser Beziehungen ist thermodynamisch 
nicht beweisbar, sondern nur durch die Erfahrung kontrollierbar. Vom Stand- 
punkt der statistischen Mechanik allerdings lassen sich die Beziehungen (4) 
unter Zuhilfenahme der Quantentheorie nachweisen, siehe [447]. Die Gleichungen 
(4) werden als II. Hauptsatz der Thermodynamik oder auch als NERNSTscher 
Wärmesatz bezeichnet. Die Konsequenzen der Gleichungen (4) werden in den 
nachfolgenden Abschnitten untersucht. 


273 Verhalten der Zustandsgrößen bei verschwindender Temperatur 


Die Gleichungen (272.4) besitzen für das Verhalten der übrigen thermo- 
dynamischen Zustandsgrößen bei 7 — 0 verschiedene Konsequenzen. Aus (271.5) 
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folgt S= (E — F)/r. Nach (272.4) verschwindet also die Entropie S einer Substanz 
für r— 0. Darin scheint zunächst keine besondere Aussage zu liegen, da die 
Entropie 8 ja ohnehin nur bis auf eine willkürliche Konstante definiert ist. Das 
Besondere dieser Aussage liegt vielmehr darin, daß $ = 8(V, r) ja außer von 7 
noch vom Volumen V abhängt. Die Bedingung 5 = 0 bedeutet daher gleichzeitig, 
daß die Entropie für r— 0 volumenunabhängig oder — wenn man den Druck p 
als zweite Variable neben r einführt — druckunabhängig wird. Es folgen somit 
die Gleichungen 


lim $(V,r)=0 lm $(p,r)=0 () 
T>0 Tr>0 


für alle V und p eines Systems aus dem Nernstschen Wärmesatz. Entsprechend 
folgt auch für die Ableitungen 
; 98 a 98 

lim (57) =( lim (35) =0. 2 

T>0 aV/r T>0 op/r e) 
Unter Berücksichtigung der Gleichungen (251.4 und 8) bzw. (251.21 und 22) kann 
die Entropie differentiell durch 

98 


> "98 Cz 9p 
Ei (Fe ),dr+ (Fr),d? = rdr+ (32),av 


98 98 [4 av 
(a (a), Far - (7>),0 
dargestellt werden. 
Bei Koeffizientenvergleich in (3) wird ersichtlich, daß die Gleichungen (2) durch 


(3) 


2 9p ä oVv 
li (32) = 1 (4) = 4 
7>0 \09T/v ER 97 /p ” 


ersetzt werden können. Dies sind Forderungen an das Verhalten der Zustands- 
gleichung p(V, 7) bzw. V(p, T) bei Temperaturen r — 0, die z. B. vom idealen 
Gas nicht erfüllt werden. Nach dem NeErNsTschen Wärmesatz kann es also in 
der Nähe des absoluten Nullpunkts der Temperatur auch theoretisch keine 
idealen Gase geben, die der einfachen Zustandsgleichung pV = Rr genügen. 
(Das wird auch von der Quantenmechanik bestätigt.) 


Weiter soll der Einfluß des Nernstschen Wärmesatzes auf die Wärmekapazi- 
täten untersucht werden. Wir beachten zunächst, daß Gleichung (1) wegen (271.9) 


u lim S = — lim (3) 


7T>0 70 \ 97 


=0 (5) 


v 
übergeht. Weiter entwickeln wir S aus (271.5) für niedrige Temperaturen 


nme [ie @ 
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und setzen diesen Ausdruck in (1) ein. Dabei entsteht wegen E, = F, 


lim S = lim 3), (|: (7) 


T>0 Tr>0 97 


Da der zweite Term wegen (5) bereits allein verschwindet, gilt für den ersten 


lim (57), = lim 0y=0. (8) 


Tr>0 97 T>0 


Die Wärmekapazität C, eines Systems muß bei 7 — 0 verschwinden. Für die 
Differenz der spezifischen Wärmen gilt nach (251.15) 


G,-(y=r (32), ),; (9) 


Die rechte Seite von (9) muß wegen (4) sogar in höherer Ordnung verschwinden. 
Daraus folgt auch 
lim er _ 9 (10) 


T>0 7 


lim 0, — 0 (11) 
T>0 


für die Wärmekapazität bei konstantem Druck. 


Abb. 273-zeigt das Verhalten von E und F in der Nähe von 7 > 0. Wegen der 
ersten Gleichung (272.4) beginnen beide am gleichen Anfangspunkt #, = Fy: 
Ihre Tangenten sind wegen (5) und (8) waagerecht. Da für die Wärmekapazität 
stets 0, 0 gilt, muß E anschließend monoton an- 
steigen. Andererseits ist die Entropie S positiv definit, 
so daß wegen (271.5) stets # < E gilt. Im allgemeinen 
sinkt F mit zunehmender Temperatur. . 


und zusammen mit (8) 


Im Gegensatz zu den ersten beiden Hauptsätzen 
hat der III. Hauptsatz zunächst zu begrifflichen 
Abb. 273. Das Verhalten von Sehwierigkeiten geführt. Einerseits macht er eine 
E und F in der Nähe des Aussage über das thermodynamische Verhalten von 

absoluten Nullpunktes Zustandsgrößen bei 7 — 0. Hierzu wäre erforderlich, 

daß r=0 wirklich ein thermodynamischer Gleich- 
gewichtszustand ist. Andererseits aber ist leicht einzusehen, daßein solcher Zustand 
mit r=0 thermodynamisch unstabil ist: Wegen des Verschwindens von C'y, und 
(9p/dT)» z.B. genügen kleinste Wärmezufuhren oder Druckänderungen, um 
endliche Temperaturänderungen herbeizuführen. Diese Schwierigkeit klärt sich 
aber dadurch, daß gerade der kritische Temperaturpunkt 7 = 0 vom IIT. Haupt- 
satz als unerreichbar postuliert wird, siehe [274]. 
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Eine andere Schwierigkeit besteht darin, daß der III. Hauptsatz Forderungen 
an thermodynamische Systeme stellt, die molekular-statistisch durch die klassische 
Mechanik nicht mehr erfüllt werden können. So ist es vom Standpunkt der klassi- 
schen Statistik unmöglich, ein System zu konstruieren, dessen Zustandsgleichung 
und Wärmekapazität den Bedingungen (4) und (8) genügen. Damit stellen die 
Forderungen des III. Hauptsatzes eine Kritik an der Gültigkeit der klassischen 
Mechanik für atomare Systeme dar (eine Kritik, die durch ihre Forderungen die 
Quantenmechanik erstaunlich weit festlegt, siehe [447]). 


274  Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts 


Eine der Konsequenzen des III. Hauptsatzes besteht in der Behauptung, daß 
der absolute Nullpunkt der Temperatur experimentell unerreichbar sei. Wir ver- 
stehen diesen Satz am einfachsten, indem wir uns 
Experimente überlegen mit dem Ziel, die Temperatur 
T=0 zu erreichen. Der nächstliegende Weg besteht 
darin, entsprechend Abb. 274.1 ein ideales Gas 
zwischen zwei Volumina V, und V, abwechselnd iso- 
therm zu komprimieren und adiabatisch zu expan- 
dieren. Im ersten Fall bleibt die Temperatur 7 kon- 
stant, im zweiten Falle sinkt sie. 


v 


Um zu erkennen, ob auf dem in Abb. 274.1 an- Abb. 274.1. Zur Unerreich- 
barkeit des absoluten Null- 


gegebenen Wege der absolute Nullpunkt 7 = 0 punktes, Zwischen den beiden 
wirklich erreicht wird, betrachten wir den gleichen Volumina V, und V, werden 
Vorgang im Sr-Diagramm. In diesem Diagramm abwechselnd isotherme Kom- 
tragen wir die Isochoren als Kurven V (S, r) = konst. Pressionen und adiabatische 
ein. Die Zustandsänderungen im pV-Diagramm von Hrtspannungen durehgeführt 
Abb. 274.1 spielen sich hier zwischen den Isochoren 

V, und V, ab. Isotherme Zustandsänderungen sind in diesem Diagramm senk- 
rechte Geraden, adiabatische Zustandsänderungen verlaufen waagerecht. Die 
Zustandskurve des p V-Diagramms wird im 
Sr-Diagramm zu einer Treppenstufenkurve, 
die in Pfeilrichtung durchlaufen wird. 


NS 


Jsochoren = z . 
VNu>W, Würde eine der Isochoren die Form der 


gestrichelten Kurve von Abb. 274.2 besitzen, 
so wäre es möglich, die Vertikale 7 = 0 
nach einer endlichen Zahl von ‚Treppen- 
stufen‘ zu erreichen, nämlich durch den in 
Abb. 274.2. Zur Unerreichbarkeit des BIN Bag FL, 
absoluten Nullpunktes. Wegen des ine solche Möglichkeit aber verbietet der 
III. Hauptsatzes treffen sich alle Iso- III. Hauptsatz durch die Forderung (273.1). 

choren im Koordinatenursprung daß die Entropie S bei r=0 für alle 


Tr® 
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Volumina V verschwindet. Dies hat in Abb. 274.2 zur Folge, daß alle Isochoren 
im Koordinatenursprung zusammentreffen. Unter dieser Voraussetzung aber kann 
7 = (0 nur im Koordinatenursprung, also erst nach unendlich vielen Schritten 
erreicht werden. Das bedeutet, auf experimentellem Wege wird der absolute Tem- 
peraturnullpunkt nur asymptotisch angenähert, nie aber vollständig erreicht. 


Der mathematische Beweis für die Unerreichbarkeit von r=0 beruht auf 
folgender Überlegung: Eine Abkühlung 
des Systems kann nur durch Wärme- 
abgabe an einen Speicher oder durch 
adiabatische Expansion (bzw. Abschal- 
ten eines Magnetfeldes) erreicht werden. 
Da bei tiefsten Temperaturen aber 
kein solcher Speicher vorhanden ist, 
kommt nur die adiabatische Ab- 
kühlung in Frage. Bei diesem Prozeß 


fi 


A, R, 
. : > Abb. 274.3. Abkühlung einer paramagneti- 
aber bleibt die Entropie konstant. ‚chen Substanz: Bei adiabatischem Ab- 
Nach dem III. Hauptsatz jedoch und schalten von ı, werden die Isothermen in 


mit (273.3) gilt Pfeilrichtung geschnitten 
u 98 a G 
Sr 1% EEE ya rn 
S(V,7) = 80,0) + [ar(Z—),-0+ [ar rel: (a) 
ö ö 
Es ist daher 
SsV,r)z0 für rz0. (2) 


Um also r=0 zu erreichen, muß die Entropie des Systems ebenfalls verringert 
werden. Das aber ist beim adiabatischen Prozeß unmöglich. Also kann der 
absolute Nullpunkt der Temperatur nicht erreicht werden. 


Im allgemeinen werden magnetische Substanzen zum Erreichen tiefster Tem- 
peraturen verwendet. Diese Frage wird in [Ü 27.2] behandelt. 


275 Bestimmung der Freien Energie 


Aus den Gleichungen (271.5 und 9) entsteht 


F=-B+r(3,), 0) 


als eine Beziehung, die es leicht ermöglicht, bei bekannten F(V, r) die Energie 
E(V. r) eines Systems zu berechnen. Diese Gleichung läßt sich auch in der Form 


(2) 
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in gewisser Analogie zu (251.9) formulieren. Ist umgekehrt die Energie E ge- 
geben, so stellt (1) eine partielle Differentialgleichung zur (teilweisen) Bestimmung 
von F dar. 

Bei tiefen Temperaturen wird die Energie (bei konstantem Volumen V, aber 
verschiedenen Temperaturen r) oftmals durch ein Potenzgesetz 


E= A + Br" (3) 


hinreichend gut beschrieben. Die Forderung n>1 wird vom III. Hauptsatz 
(273.8) gestellt. Auflösung von (2) und Einsetzen von (3) ergibt zunächst 


8 F E -2 n—2 / 
aa Ar"— Br (4) 
und führt nach Integration über z auf 
ı B 2 B 77 
F=A-+0(T-— ee Te ee (5) 


mit © als zunächst beliebig wählbarer Konstanten (evtl. V-abhängiger Funktion). 
Die Forderung des III. Hauptsatzes in der Form (272.4) liefert nach Einsetzen 
von (3) und (5) die Forderung C = 0. Das r-abhängige Glied in (5) ist negativ, 
F entspricht also dem Verlauf von Abb. 273. 


Ist die Energie dureh eine Potenzreihe 
E= 3 A,„r" (6) 
n=0 


gegeben, so wird für die Freie Energie ein entsprechender Ansatz 


F= 2, Bar“ () 


gemacht. Nach Einsetzen von (7) in (2) entsteht 


ee PR 2 Buln= 1) 7* (8) 


or r 


für die Energie. Der Koeffizientenvergleich führt auf die Bedingungen 


für n=#1l. (9) 


Allerdings gilt wegen des III. Hauptsatzes und speziell (273.8) 


A, A,=B=0. (10) 


Die Bestimmung dieser Funktion F ist deshalb so wichtig, weil sie entsprechend 
(271.9) die Berechnung aller übrigen Zustandsgrößen des Systems durch einfache 
Differentiationen ermöglicht. 
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Übungsaufgaben 
27.1. Welche Forderungen stellt der III. Hauptsatz an die Zustandsgleichungen und Wärme- 
kapazitäten einer magnetisierbaren Substanz (vgl. [252])? j 
27.2. Eisenammoniumalaun (A1=Khlr mit k=4,38- 10-1 VA-1sm?grd/kmol und 
C, Mn Ra/z? mit x = 0,0143 grd? für nicht zu tiefe Temperaturen) wird adiabatisch 
entmagnetisiert (I, = 10! Oe— I = 0 Oe). Temperaturänderung? 


3. Thermodynamische Systeme 


31 Das thermodynamische Gleichgewicht 


Zusammenfassung: Bei der allgemeinsten infinitesimalen Zustandsänderung setzt sich 
dS aus einem reversiblen und einem irreversiblen Anteil zusammen. Es entsteht dabei die 
Bedingung dE<rdS — pdV mit „=“ für reversible und „<‘‘ für irreversible Zuständs- 
änderungen. E(S, V) ist thermodynamisches Potential und ermöglicht die Berechnung der 
übrigen Zustandsgrößen r(S, V) und p($, V). Für die Variabeln p und r ist die Freie Enthalpie 
G = E-+pV — rS thermodynamisches Potential. Bei Systemen mit mehr als zwei Freiheits- 
graden kann G analog definiert werden. Die Ableitungen von @ liefern sämtliche übrigen 
Beziehungen zwischen den Zustandsgrößen. Die Bestimmung thermischer Gleichgewichte 
erfolgt durch Lösung eines Variationsproblems mit Nebenbedingungen. Es wird für ein ab- 
geschlossenes System in allgemeiner Weise angegeben. 


311 Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung 


Für Zustandsänderungen, die bei reversibler Prozeßführung an einem nicht- 
abgeschlossenen System durchgeführt werden, gilt nach (244.8) 


dS= 2 (reversibel, nicht abgeschlossen). (1) 
Dazu gehört z. B. die Wärmezufuhr aus einem Wärmespeicher, dessen Temperatur 
nur infinitesimal höher als die des Systems ist. In [266] wurde gezeigt, daß irre- 
versible Zustandsänderungen im abgeschlossenen System nur unter der Bedingung 


d$S>0 _ (irreversibel, abgeschlossen) (2) 


stattfinden, daß die Entropie also zunimmt. Als Beispiel wird an den GAY-Lussac- 
schen Versuch erinnert, bei dem durch Öffnen einer inneren Klappe eine Volumen- 
vergrößerung (ohne Arbeitsleistung!) stattfindet. Anfangs- und Endzustand sind 
thermodynamische Gleichgewichtszustände, zwischendurch allerdings werden 
Nichtgleichgewichtszustände durchlaufen. 


Es soll jetzt überlegt werden, ob sich für reversible und irreversible Änderungen 
an nichtabgeschlossenen Systemen cbenfalls eine allgemeine Bedingung analog 
zu (1) oder (2) angeben läßt. Wir betrachten zu diesem Zweck wie in [266] ein 
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beliebiges thermodynamisches System, dem Arbeit und Wärme zugeführt werden 
können und an dem eine infinitesimale Zustandsänderung stattfindet. Um eine 
solche allgemeine Relation zu gewinnen, beziehen wir die Wärmespeicher und 
Arbeitsmaschinen der Umgebung unseres Systems in ein Gesamtsystem mit ein, 
das dann als Ganzes abgeschlossen ist und über das sieh entsprechend (2) 


aussagen läßt. dS ist die Entropieänderung am System, dSy ist die Entropie- 
änderung der Umgebung. Während wir über den Charakter der Zustandsänderung 
im System selbst nichts aussagen können, dürfen wir uns aber die Vorgänge in 
der Umgebung so vorstellen, daß dort wie in [266] nur reversible Änderungen 
durchgeführt werden. Dieser Umgebung wird Arbeit &A und Wärme öQ entzogen 
und bei der Zustandsänderung dem System reversibel zugeführt. Also ist — 5Q 
die der Umgebung ‚‚zugeführte‘‘ Wärme und 

dsu- 8 &) 


7: 
die Entropiezunahme der Umgebung. Hieraus folgt 


ds 5sQ >0 irreversibel (5) 
r reversibel 
für beliebige Zustandsänderungen an einem nichtabgeschlossenen System. wobei 
öQ die während dieser Zustandsänderung von außen reversibel zugeführte Wärme 
bedeutet. Unter Berücksichtigung des I. Hauptsatzes erhalten wir somit 
dE+pdV 


Aa 


IV 


0 (6) 


als allgemeinste Bedingung für eine Zustandsänderung überhaupt. Sie geht bei 
reversiblen Änderungen in (1) und bei irreversiblen Änderungen im abgeschlos- 
senen System wegen dE =dYV = 0 in (2) über. 


Gleichung (6) ist eine Beziehung zwischen Zustandsgrößen und deren Änderung. 
Sie ist als solche unabhängig vom speziellen Wege, auf dem der Prozeß durch- 
geführt wurde. Gleichung (6) macht daher ganz allgemein und ohne Einschrän- 
kungen eine Aussage darüber, ob zwischen zwei durch S, E und V charakterisierten 
benachbarten Zuständen ein Übergang möglich ist oder nicht. 


312 Vollständige Beschreibung der Gleichgewichtszustände 


Das thermodynamische Gleichgewicht irgendeines Systems wird nach (311.6) 
dadurch charakterisiert, daß bei kleinen Veränderungen am System die linke 
Seite dieser Gleichung verschwindet, daß also 
_ dE+pdV 

T 


ds bzw. dE=rd$S— pdV (1): 
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gilt. Werden solche Veränderungen reversibel, also quasistatisch durchgeführt, 
so sind Anfangs- und Endzustände Gleichgewichtszustände, die durch bestimmte 
Werte der Zustandsgrößen charakterisiert werden. (1) stellt somit eine durch 
den I. und II. Hauptsatz gegebene Differentialgleichung für die Zustandsgrößen 
S,E,V,»p und r eines Systems mit 2 Freiheitsgraden dar. (Beim Vorhandensein 
weiterer Freiheitsgrade würden zu pdV noch entsprechende weitere Glieder hinzu- 
treten.) 


Wir beschränken uns zunächst auf die Betrachtung des Systems (1) mit zwei 
Freiheitsgraden. Hier sind zwei Zustandsgrößen, zum Beispiel S und V frei wähl- 
bar, alle übrigen müssen prinzipiell als Funktionen von $8 und V dargestellt werden 
können. Ist die Energie in der Form E(8,V) bekannt, so lassen sich Energie- 
änderungen durch 

oE oE 
Sven)” (2) 


darstellen. Der Vergleich von (1) und (2) zeigt, daß die Gleichungen 


AB(8,V) = | 


(ar)s” -p | 3) 


gelten. Die letzte Gleichung läßt die Bedeutung von E als „‚adiabatisches Potential‘ 
erkennen. (p und V sind hier sinngemäß die Parameter von Kraft und Ort.) 
Von den fünf Zustandsgrößen sind zwei frei wählbar, nämlich 8 und V. Die Energie 
E(8,V) wird als gegeben betrachtet. r($,V/) und p(8,V) folgen aus den Glei- 
chungen (3). Diese Darstellung des Systems ist erheblich übersichtlicher, als wenn 
z.B. E(r, V) vorgegeben wäre. Hierfür wurde nämlich in [251] gezeigt, daß die 
Zustandsgleichung p(7,V/) nur teilweise aus E(r,V) hervorgeht, teilweise aber 
willkürlich gewählt werden kann. 

Ganz analoge Beziehungen erhalten wir aus (1), wenn wir diese Gleichung nach 
dS oder d V auflösen. Denken wir uns in diesen Fällen den Zusammenhang E, 8, V 
in der Form S(E, V) bzw. V(E, S) vorgegeben, so entstehen analog zu (3) die 
Beziehungen 


ES,V: — (Se), 7 


un — (il Dr 
u 


für die übrigen Zustandsgrößen r und p. 


Zur Verdeutlichung werden die Überlegungen auf ein einfaches Beispiel an- 
gewandt, nämlich ein ideales Gas mit konstanter Wärmekapazität, das die Eigen- 


hafte 
ee E=(yr pV=Rr (5) 
besitzt. Die Entropie dieses Gases folgt hieraus nach (241.10) als 
S (te = Cylnr + RinV + konst. = In (rCr VR) + konst. (6) 
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Nach Elimination von r durch (5) und Fortlassung der hier unwichtigen Inte- 
grationskonstanten entsteht 


S(E, V) = In (BCr VE) (7) 


für den charakteristischen Zusammenhang der Zustandsgrößen des idealen Gases. 
Alle.übrigen Beziehungen zwischen den Zustandsgrößen sollten nach (4) und den 
zugehörigen Überlegungen aus (7) ableitbar sein. Wir bilden im Sinne der ersten 
Gleichungen (4) die Ableitungen von $ nach E und V und erhalten 

1 ( 98 C, 


d 
)r= az (rh#-7 


(8) 


T 

p _[98\ 9 R 

f ( )„= sr Ein = Ta 
Offensichtlich liefert (7) tatsächlich die beiden Beziehungen (5). 


Zusammenfassend läßt sich also feststellen, daß ein thermodynamisches System 
durch eine charakteristische Funktion allein vollständig beschrieben werden kann, 
wenn man sowohl die Funktion (z. B. E) als auch die Variabeln ($ und V) dieser 
Funktion geeignet auswählt. Die übrigen Zustandsgrößen (r und p in (3)) 
folgen dann aus der ausgewählten durch einfache partielle Differentiationen (nach 8 
und V). Im Gegensatz zu E($,V) besitzt jedoch Z(V, r) diese Eigenschaft nicht. 


313 Thermodynamische Potentiale 


Eine Größe, die wie E($, V) in (312.3) die übrigen thermodynamischen Größen 
durch einfache Differentiation liefert, wird als thermodynamisches Potential be- 
zeichnet. Sie bietet den großen Vorteil, daß alle thermodynamischen Aussagen, 
die sich über das System machen lassen, in einfacher Form angegeben werden 
können. In der Praxis verlaufen die meisten Zustandsänderungen nicht adiabatisch 
und isochor, sondern isotherm und isobar. Es empfiehlt sich daher, ein solches 
thermodynamisches Potential aufzusuchen, das nicht $ und V, sondern r und p 
als Variabeln enthält. 


Um den gewünschten Wechsel in den Variabeln herbeizuführen, gehen wir 
von der Betrachtung der Energie E zur Betrachtung neuer thermodynamischer 
Zustandsgrößen H, F und @ über, die durch 

H=E+pV F=E-rS 


1 
G=H-rS=F+pV=E+pV - 18 “ 


definiert werden. Bilden wir die Differentiale dieser Größen, so entstehen unter 
Verwendung von (311.6) die Beziehungen 


dE<rdS- pdV 
dA<rdS+Vdp 


ar s-Sdr—pdV 
d@<—-Sdr+YVdp 
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für beliebige Zustandsänderungen. Das Ungleichheitszeichen gilt für irreversible, 
das Gleichheitszeichen für reversible Prozesse. Der Übergang von E zu H führt 
in der von (232.2) her bekannten Weise den Wechsel der Variabeln von dV auf dp 
durch. Entsprechend werden durch die schon von [271] her bekannte Freie Energie 
die Variabeln 7 und $ ausgewechselt. @ wird als Freie Enthalpie oder auch als 
Gispssches Potential bezeichnet. 


Die Gleichungen (2) lassen erkennen, daß für Zustandsänderungen im iso- 
thermen, isochoren System dF< 0 gilt. Die Freie Energie F strebt bei irrever- 
siblen Prozessen einem Minimalwert zu, wie das bereits in [271] anschaulich be- 
gründet wurde. Entsprechend gilt im isothermen, isobaren System d@ < 0. Hier 
also strebt die Freie Enthalpie G einem Minimalwert zu. 


Bei reversiblen Änderungen und damit auch beim Vergleich benachbarter 
Gleichgewichtszustände gelten in den Gleichungen (2) die Gleichheitszeichen. Alle 
vier Größen E(8,V), H(8, p), F(r, V) und @(7,p) eignen sich gleichermaßen 
als thermodynamische Potentiale. Sie liefern analog zu (312.3) die gleichwertigen 
Beziehungen 


un er 
Ban: (28), vw” (37)s” ö (3) 
um ee (ar 
nm: — 0 (3),=-8 (3), 7 


Zu jeder dieser Zeilen lassen sich natürlich noch sinngemäß die Umformungen 
(312.4) durchführen. 


Das für die Praxis wichtigste dieser Potentiale ist @(r, p). Es ermöglicht bei 
einem System mit zwei thermodynamischen Freiheitsgraden, Temperatur z und 
Druck p frei zu wählen und bei bekanntem G(r, p) alle übrigen Zustandsgrößen 
durch Differentiationen zu bestimmen. Aus der untersten Zeile von (3) folgen 
zunächst S$(r, p) und V(r, p). Weiter erhalten wir die Energie E(r, p) aus (1) 
mit Sund V aus (3) durch 


RE 6 eye: 
und ganz entsprechend auch die Enthalpie und die Freie Energie durch 
us = ne Sir 5 
H=G+18-6-7(3,), F-4-27-0 (5), (5) 


314 Systeme mit weiteren Freiheitsgraden 


Die Betrachtungen des vorigen Abschnitts sollen jetzt auf Systeme mit mehr 
als zwei Freiheitsgraden verallgemeinert werden. Um jeweils ein Beispiel vor 
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Augen zu haben, denken wir an die magnetisierte Substanz von [252]. Hier aber 
führen wir entsprechend 


T', v,h a = T, SUR are 


1 
pP, .M —— En... Kr, Kr... K;, ) 


-1 
verallgemeinerte Koordinaten ein. Die Zahl der Freiheitsgrade dieses Systems 
ist /. An die Stelle von (312.1) tritt jetzt die Gleichung 


f-1 
| dB=rdS— YK;dE, (2) 
i=1 


mit den verallgemeinerten Koordinaten &,; und K,. Ist daher E als Funktion 
von S und den £; gegeben, so lassen sich entsprechend (312.3) 

oE aE 3 
r und die verallgemeinerten Kräfte K, als Funktionen dieser Variabeln bestimmen. 
Bei den Differentiationen werden stets die übrigen zur Funktion (links) an- 


gegebenen Variabeln konstant gehalten. Die Energie E besitzt wieder die 
Bedeutung des „adiabatischen“ Potentials der Kräfte K;. 


Wir führen zunächst die Freie Energie dieses Systems wie früher durch 
F=E-r1S=F(r,&,...&_) (4) 


ein und erhalten mit (2) 


i-4 
dF=—-Sdr— YK;dE,. (5) 
i=1 


Für die partiellen Ableitungen von F folgt daher 


IE __8 (FE), -K- (6) 


T,.. = 
F ist also das „isotherme“ Potential der verallgemeinerten Kräfte K,. 


Nunmehr gehen wir für einen Teil der Koordinaten &,, nämlich für? = 1... f —1 


zur Freien Enthalpie 
iz 
G=E-TS+ IS KE, (7) 
i=1 


über. Für die Änderungen von @ folgt 


f-1 


d@=dB-rdS-Sdr+ Y(&AK,+ K;dk), (8) 
i=1 
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und nach Einsetzen von dE# aus (2) entsteht 


f-1 f-1 
d@=-Sdr+ NEAR; — N Ky,dE. (9) 
i=1 k=f 


Diese Größe @ verhält sich also hinsichtlich der Variabeln £&, ... &f_ı, wie eine 
Freie Enthalpie, für die übrigen Variabeln dagegen wie eine Freie Energie. Ent- 
sprechend (9) denken wir uns @ als Funktion der Variabeln 


G=@(T,K,... Kr, & ... &-ı) (10) 
gegeben. Für die partiellen Ableitungen dieser Funktion gilt dann wegen (9) 
9G 9G 9G 
(a) 8 ax) =& (0) = -& (m) 
i=1...f-1 kef...f-l. 


(Auch hier sind wie bei allen partiellen Ableitungen dieses Abschnitts die jeweils 
übrigbleibenden, im Zusammenhang mit der betreffenden Funktion angegebenen 
Variabeln konstant zu halten.) 


315 Gleichgewichtsberechnung durch Variation 


Bereits in [266] wurde darauf hingewiesen, daß die Gleichgewichtsbedingung 
einem Variationsproblem entspricht. Allerdings sind die dabei auftretenden 
Extremalforderungen noch den verschiedensten Nebenbedingungen unterworfen. 
Während sich das Gleichgewicht eines abgeschlossenen Systems einstellt, wird die 
Entropie S zum Maximum. Dabei müssen die Nebenbedingungen 


E = konst. V = konst. M = konst. (1) 


gewahrt bleiben. 


Wir betrachten das einfachste Beispiel einer Variation mit Nebenbedingungen: 
Durch Variation zweier Variabeln x und y soll der Extremwert einer Funktion 
S (x, y) unter der Nebenbedingung aufgesucht werden, daß zwischen den Variabeln 
eine Beziehung f(x, y) = 0 zu erfüllen sei. Der Extremwert hat die besondere 
Eigenschaft, gegenüber kleinen Änderungen öx und öy konstant zu bleiben. 
Definieren wir 

88 =S(r +d2,y+Öy) —- Sl, y) (2) 
als die Variation von $ bei Änderungen von x und y, so lautet die Variations- 
forderung 


8° (r,y)=0 mit fi,y)=0. (3) 
Durch Entwicklung nach öx und öy folgt aus (2) und (3) 
98 98 
88 ddr + 39 ö8y=0 (4) 
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als Extremalbedingung. Allerdings sind die Größen öx und öy nicht frei wählbar, 
sondern müssen wegen der Nebenbedingung in (3) der Gleichung 


Fön 5 öy=0 (5) 


genügen. Wir erhalten für den Extremwert daher die Bedingungsgleichung 


IS, y) _ Im, y) (AR) 
0x (77 ray) 


U, (6) 


die zusammen mit der Nebenbedingung f(x, y) selbst zwei Gleichungen zur Be- 
stimmung von x und y liefert. 


Übersichtlicher ist das von LAGRANGE angegebene Verfahren, nicht S, sondern 
S — af zu variieren. An die Stelle der beiden Gleichungen (3) tritt dann die eine 
Forderung 

SS -af=0. (7) 


«& ist eine willkürlich wählbare Zahl, der LagRAngzsche Parameter. Da bei der 
Variation nur solche Werte x und y durchlaufen werden, die der Nebenbedingung 
in (3)genügen, muß auch die ‚geschweifte Klammer in (7) einen Extremalwert 
erreichen. An die Stelle von (4) tritt nunmehr 


(32-23) 08+ (3, 0) 5y=0 (8) 


als Bedingungsgleichung für den Extremwert. Von den Variabeln ö2 und öy 
ist nur eine, sagen wir öy, frei wählbar. Die andere, öx, ist über (5) von öy ab- 
hängig. Nunmehr verfügen wir über den Parameter & in (8) so, daß die erste 
Klammer verschwindet. Die verbleibende Gleichung enthält 


(3, 23,)59=0 (9) 


als Extremalbedingung mit nunmehr willkürlichem 8%. Also muß auch die zweite 
Klammer von (8) verschwinden. Wir erhalten als Ergebnis die drei Gleichungen 


98 9 98 {) 


zur Bestimmung der drei Größen x, y und «. Die Elimination von « aus den ersten 
beiden Gleichungen liefert wieder (6) und läßt die Gleichwertigkeit der beiden 
Verfahren erkennen. Der Vorteil des zweiten Verfahrens liegt in der größeren 
Übersichtlichkeit. 


Nunmehr betrachten wir das Gleichgewicht des abgeschlossenen thermo- 
dynamischen Systems.(1). Von (266.5) her ist bekannt, daß die Entropie S dieses 


ll Macke, 'Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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Systems im Gleiehgewicht ein Maximum besitzt. Das gleiche gilt für die Funk- 
tion 5 


os20 2 S=8-aB+BV-»M),| un) 


da sie sich von S nur um die ohnehin bei der Variation konstant zu haltenden 
Größen Z, V und M unterscheidet. Sie enthält zur Wahrung dieser drei Neben- 
bedingungen drei LAGRANnGEsche Parameter &, ß und y, die hier lediglich in etwas 
anderer Form gewählt wurden, in der sie später eine einfache physikalische Be- 
deutung erkennen lassen. Gleichung (11) enthält die allgemeinste Bedingung zur 
Bestimmung thermodynamischer Gleichgewichte. Soll in speziellen Fällen die 
eine oder die andere der in (11) gewahrten Nebenbedingungen nicht aufrecht- 
erhalten werden, so haben wir lediglich den zugehörigen LAGRAangEschen 
Parameter willkürlich gleich Null zu setzen. Diese Variationsaufgabe ist die Grund- 
lage für alle weiteren Untersuchungen an zusammengesetzten thermodynamischen 
Systemen. 


Übungsaufgaben 


31.1. Man bestimme die kürzeste und die längste Entfernung des Punktes e,a + e,b von der 
Kreislinie x? + y® — R?= 0 durch Variation. 


31.2. Die Endstellung des Kolbens in [Ü 23.3] ist durch die Forderung nach maximaler 
Entropie zu bestimmen (C', = konst). 


31.3. Die Freie Energie eines strahlenden Hohlraums ist F(V, r) = —a Vr%/3 + F,. Gesucht 
sind Zustandsgleichung, Entropie und Wärmekapazität O,. 


31.4. Für einen magnetisierbaren Stab (Länge !) wird die innere Energie als 
B(S, IR AM) u! © uro[exp [(8- 8- a1 gl 1o)2/2 + M2R)IC: = ı 
— A9g(l — 19)2/21, — 9 M?/2K 


mit O, MM konst. vorgegeben. (C,, ME Wärmekapazität bei konstanter Länge und 
Magnetisierung; g Stabquerschnitt; I, Stablänge bei der Kraft x = 0; a, a,, K,® 
Materialkonstanten.) Gesucht sind Zustandsgleichungen (Einführung eines temperatur- 
abhängigen Elastizitätsmoduls), Entropie S(r, I, /), Freie Energie F(z, 1, /M) und 
Freie Enthalpie @(z, h, x). 


31.5. Ein isotroper Festkörper (vgl. [134]) besitzt die Freie Energie pro Volumeneinheit 
Fr, Er) = Fo(r) — a(r — 1o)(A + 2%/3) Sp&+x F,,€C, + A(Sp E)°2. 


(Analog zu (314.5) gilt hierdF = - Sdr + 3,;, P;,dE,,.) Gesucht sind Zustandsgleichung 
€ = E(P, r), innere Energie E(E,,, r), Kompressionsmodul und thermischer Aus- 
dehnungskoeffizient für einen Quader a) unter allseitig gleichem, hydrostatischem _ 
Druck p, b) unter Zugbelastung allein in x-Richtung. (€: Verzerrungstensor, P: Span- 
nungstensor, Sp& = &,, + &g + &3 = AV/V: relative Volumenänderung; «a, 4, x 
werden als r-unabhängige Materialkonstanten angesehen.) 
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Zusammenfassung: Die in [31] gefundenen Gleichgewichtsbedingungen werden auf 
Systeme angewandt, die aus einzelnen, sich im inneren Gleichgewicht befindenden Teilsyste- 
men i zusammengesetzt sind. Die Maximumsforderung für die Entropie läßt übersichtlich 
erkennen, wie sich zwischen den Teilsystemen das Temperatur- und Druckgleichgewicht 
einstellt. Hinsichtlich der Variation weiterer Parameter, wie z. B. der 8 M,, sind die Forde- 
rungen 688 >0 und 6@< 0 gleichwertig. — Während r stets konstant ist, wird p nur im 
kräftefreien Fall konstant und ändert sich bei vorhandenen Kräften mit dem Potential. 
Zwei Aggregatzustände der gleichen Substanz sind nur im Falle g, = 9, im Gleichgewicht. 
Diese Bedingung enthält in der Form »(r) die Dampfdruckformel. Nach Beseitigung der 
Wände zwischen den Teilsystemen entstehen Gemische. Die molaren Größen g müssen durch 
partielle molare Größen g ersetzt werden. Für ideale Gemische hat dies lediglich eine Zu- 
nahme der Entropien um As = -rInz zur Folge, während g, ein Zusatzglied Ag = rrInz 
erhält. Eine Abzählung der frei wählbaren intensiven Variabeln und der im Gleichgewicht 
zwischen ihnen bestelfenden Bedingungsgleichungen liefert {=2+ K — ® — R als GiBss- 
sche Phasenregel für die Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade. K ist die Zahl der im 
System vorhandenen Komponenten, ® die Zahl der Phasen und R die Zahl der zwischen 
den Komponenten möglichen chemischen Reaktionen. 


321 Temperatur- und Druckausgleich 


Wir betrachten ein heterogenes System, das entsprechend Abb. 321 aus einzelnen 
homogenen, unvermischten Bestandteilen © = 1,2,... besteht. Das System sei 
abgeschlossen. Gesamtvolumen V, Gesamtenergie E und Gesamtmasse M sind 
gegeben. Charakteristische Größen der einzelnen Teilsysteme sind die Drucke p;, 
Temperaturen 7,;, Volumina V,, Massen M, usw. Gesucht sind die möglichen 
thermischen Gleichgewichtszustände des Gesamtsystems. Sind die Trennwände 
zwischen den Teilsystemen dicht, unbeweglich und wärmeisolierend, so kann 
kein Austausch von Masse, Druck und Energie zwischen den Bestandteilen i 
stattfinden. Das Gesamtsystem befindet sich im 
thermischen Gleichgewicht, wenn jeder Bestand- 


R teil x für sich im Gleichgewicht ist, also z. B. eine 
en ° innerhalb des ;-ten Systems einheitliche (ortsunab- 
nn o hängige) Temperatur 7, und einheitlichen Druck p; 
SE f aufweist. Die extensiven Größen des Gesamtsystems 
I : 
ZN lassen sich entsprechend 
— N S=,Mis; E= 3,Mie; 1 
Abb. 321. V-sM ER (1) 
= Zi Hidi = iM; 


Heterogenes System. In jedem 
Teilsystem i herrscht einzeln 


Ahermizches Elktchgewicht aus intensiven Größen und aus den zugehörigen 


Massen additiv zusammensetzen. 


Wir betrachten zunächst die in (315.11) eingeführte Größe 


S=8S-al[lE+ßV -yM]=N,M;ls — ale; + Pu —Y)]. (2) 


11* 
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Diese Größe kann unter Wahrung der Nebenbedingungen 
ö8E=0 8/7 =0 8M =0 (3) 


bei Zustandsänderungen des Systems, wie in [315] besprochen wurde, nur zu- 
nehmen, aber nicht abnehmen. Im thermischen Gleichgewicht erreicht sie ein 
Maximum. Nachdem sich in den einzelnen Bestandteilen ‚,.“ des Systems von 
Abb. 321 einzelne Gleichgewichtszustände eingestellt haben, sind einstweilen 
keine weiteren Zustandsänderungen des Systems mehr möglich. 5 wird durch (2) 
beschrieben, wobei s;, e; und v, die von p; und 7; abhängigen charakteristischen 
Größen des Systems sind. 5 befindet sich insofern bereits im Maximum, als vorerst 
keine weiteren Änderungen am System zulässig sind. 


Nunmehr ersetzen wir die Wände zwischen den Bestandteilen durch solche, 
die möglicherweise wärmedurchlässig (Energieaustausch), verschiebbar (Druck- 
ausgleich) oder porös (Massenaustausch) sind. Wir betrachten zunächst die zu- 
gehörige Änderung der Entropie. Nach (1) gilt 


89 - YM,d, + N 8M;s; 5, rd (4) 
i 
bei Änderungen der spezifischen Entropie s;(e;, v;), hervorgerufen durch Ände- 
rungen der Variabeln e; und v,;, oder Massenänderungen ö$M,. Die ersteren 
können durch Änderung der E; und V, hervorgerufen werden, aber auch dadurch, 
daß bei Massenzufuhr für die vergrößerten Massen M, nur die unveränderten 
Werte von E, bzw. V, zur Verfügung stehen: 


E,_öB, EB, 5M, v,_68V7, Vv/5M, 


re 7a Mu, 007 ar True (5) 
Für die Entropieänderung (4) entsteht so 
5 -y|o + on re |. (6) 
% i ö i 
Mit den Variationen 
SE=SöH, 87 =)8V, 8M=)5M, (7) 
wird die Gesamtänderung der charakteristischen Funktion (2) nunmehr 
55-3 [5m, (2-0) +81,(&- ap) +0M(er -%)]. (8) 
5 i ö i 
Dabei ist unter 
Kat MmUu— Ti (9) 


die spezifische Freie Enthalpie der i-ten Komponente zu verstehen. 


Bei wärmedurchlässigen Wänden ist Energieaustausch möglich, also öE;=# 0. 
Bei Verschiebung der Wände entstehen Zustandsänderungen, bei denen die ö V;+ 0 
sind. Bei porösen Wänden schließlich werden die ö M, + 0. Unter den möglichen 
Änderungen finden nach (315.11) nur solche statt, bei denen S gleich bleibt oder 
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zunimmt. Führen wir also im Gedankenexperiment lauter kleine Änderungen öE,, 
8V,, ö$M, unter Wahrung der Nebenbedingungen (3) durch, so kann dabei prin- 
zipiell 8.5 3 0 werden, jedoch finden nur die Änderungen 8.5 > 0 selbständig 
statt. Beschränken wir uns daher auf die Durchführung nur solcher Änderungen, 
so nimmt S ständig zu, bis schließlich ein Zustand erreicht ist, bei dem 


S = Maximum; 8520 | (10) 


gilt. Er wird als Extremum der Funktion 5 dadurch charakterisiert, daß diese 
Funktion gegenüber weiteren infinitesimalen Änderungen öE,;, öV, und öM,, bei 
denen die Nebenbedingungen (3) gewahrt werden, unempfindlich ist, sich also 
entsprechend (10) nicht ändert. Diese Bedingung (10) charakterisiert also das 
Gleichgewicht des Endzustandes. 


Zunächst nehmen wir an, die Wände seien dicht und fest (unverschiebbar), 
aber wärmedurchlässig. Dann sind nur solche Zustandsänderungen möglich, bei 
denen alle 8 M, und 8V, verschwinden. Die Gleichgewichtsbedingung (10) lautet 
mit (8) unter diesen Umständen 


85-288) =0. a) 


Diese Bedingung muß im Sinne von (315.8) für willkürliche Werte 6E,,öE,,... 
öE,... erfüllt werden. Das ist nur möglich, wenn alle Klammern neben den E, 
einzeln verschwinden, wenn also 

n=ctzr (12) 


gilt. Daß wir einen Energieaustausch durch die Wände zugelassen haben, hat 
also zur Folge, daß die Temperaturen 7, aller Bestandteile ö den gleichen Wert x"! 
annehmen. &-! bedeutet die nunmehr allen Bestandteilen gemeinsame Tem- 
peratur und wird mit 7 (ohne Index) bezeichnet. Ihr Zahlenwert wird letzten 
Endes durch die Nebenbedingung E = konst. festgelegt. Damit ist gezeigt, daß 
der Temperaturausgleich im Gesamtsystem eine unmittelbare Folge der allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingung (10) ist. 


Nachdem der Temperaturausgleich. stattgefunden hat, verschwindet die erste 
. Summe in (8), und nach Anschließen eines Wärmebehälters von genau der Tem- 
peratur 7=«! ist die zugehörige Änderung von S bei weiteren Zustands- 
änderungen 


85er yon tt. (13) 
® 02 

Nunmehr denken wir uns die Wände nicht nur wärmedurchlässig, sondern auch 

verschiebbar, so daß Volumenänderungen 5V,; stattfinden können. Die Wände 

bleiben dicht, so daß 68 M, = 0 aufrechterhalten bleibt. Dagegen finden Volumen- 

änderungen öV, so lange statt, bis 5 entsprechend (10) ein neues Maximum 

erreicht hat und gegen weitere infinitesimalo Änderungen öV; unempfindlich 
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geworden ist, also die Gleichgewichtsbedingung 

785 =)ÖV;(p, —- P)=0 (14) 
erfüllt. Wegen der willkürlichen Wählbarkeit der öV, (bis auf die Neben- 
bedingung (3)) muß jede der Klammern einzeln verschwinden, und der sich neu 
einstellende Gleichgewichtszustand besitzt die Eigenschaft 

mn=P=Pp (15) 

für alle i. Diese Gleichung zeigt, daß im neuen Gleichgewicht infolge der Ver- 
schiebbarkeit der Wände Druckausgleich stattgefunden hat. Alle Drucke p; 
werden gleich ß, dem im weiteren mit p bezeichneten gemeinsamen Druck des 
Gesamtsystems. 

Wir denken uns nun eine Vorrichtung entsprechend [232] zum Konstanthalten 
des Drucks auf den Wert p= ß angeschlossen. Dann ändern alle weiteren Vari- 
ationen am System von Abb. 321, bei denen also ein teilweiser oder vollständiger 
Massenaustausch zugelassen wird, die charakteristische Funktion 5 entsprechend 
(8), (11) und (14) nur noch um 

r85=-N8Mly- pn]. (16) 
Je nach den sonstigen Bedingungen, die wir für den Massenaustausch 68M, +0 
zulassen, können sich verschiedene Gleichgewichtszustände einstellen. Die 
Gleichungen (9) und (16) bestimmen daher die Gleichgewichtsverhältnisse bei 
Phasenübergängen, chemischen Reaktionen und vielen anderen Vorgängen. 

Die aus (16) folgende Gleichgewichtsbedingung läßt sich übrigens auch aus der 
allgemeinen Beziehung 

da@<s-Sdr+Vdp für G=N;,M,g;(p, T) (17) 


von (313.2) gewinnen. Diese Beziehung für die Freie Enthalpie ist natürlich nur 
anwendbar, wenn 7 und p Zustandsvariabeln des Gesamtsystems sind, wenn also 
Temperatur- und Druckausgleich bereits stattgefunden haben. Wollen wir nun 
weitere Zustandsänderungen, etwa durch Variation der M; herbeiführen, so halten 
wir r und p fest, indem wir das System mit einem Wärmespeicher 7 verbinden 
und durch eine Vorrichtung entsprechend [232] für die Aufrechterhaltung des 
Drucks sorgen. Die Nebenbedingungen öp = 0, ör — 0 werden durch Konstant- 
halten von r und p in g; von (17) befriedigt, bedürfen also keiner besonderen 
Maßnahmen. Lediglich für &M = 0 wird die charakteristische Funktion 


G=G-yM = N Milg;(p.r) - Y) (29) 
eingeführt, deren Variation wie (16) 
8G=3% 5M;lgi(p, 7) — y] (19) 


liefert. Das neue Gleichgewicht wird nun durch 


G = Minimum sg<0| (20) 


anstelle von (10) bestimmt. 
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Entsprechende Gleichungen ergeben sich, wenn wir die Mengen Z, anstelle der 
Massen M;= m;Z, betrachten und molare statt spezifischer Größen in allen 
Gleichungen einführen. (16) und (19) lauten dann 


8G = - 17(68$)2,r = 82, [&(p, 7) - my]. (21) 


322 Substanz im Kraftfeld 


Die Überlegungen des vorigen Abschnitts sind hinreichend allgemein durch- 
geführt worden, um u. a. auch die Frage zu beantworten, welchen Einfluß äußere 
Kraftfelder auf eine homogene Substanz ausüben. Als wichtigstes Beispiel ist 
der Einfluß der Schwerkraft zu nennen. Wir unterteilen das Gesamtvolumen der 
Substanz zu diesem Zweck in kleine Teilvolumina dr. Die äußere Kraft auf ein 
solches Teilvolumen wird dann durch 


dt=fdr= -utdr (1) 


beschrieben. f ist die Kraftdichte und « das Potential (pro Masseneinheit). 
Speziell für die Schwerkraft gilt 


u=gz t=-uge=— ug. (2) 


Die Schwerebeschleunigung wird hier mit g bezeichnet, zur Unterscheidung von 
der spezifischen Enthalpie g. Die Schwerkraft besitzt das in (2) angegebene 
Potential, dessen willkürliche Integrationskonstante so gewählt ist, daß u bei 
2 = 0 verschwindet. Die Untersuchungen werden entsprechend (1) ohne die 
speziellen, nur für die Schwerkraft gültigen Voraussetzungen (2) durchgeführt. 


Die kleinen Teilvolumina dr der Substanz werden im Sinne der Ausführungen 
des vorigen Abschnitts hier mit V, bezeichnet und durch den Index i voneinander 
unterschieden. Wir denken uns die Volumina V, zunächst durch Wände vonein- 
ander getrennt und mit beliebigen Anfangsmassen M;, besetzt. Dann denken wir 
uns die Wände wärmedurchlässig, so daß Temperaturausgleich nach (321.11 und 12) 
stattfindet. Hinsichtlich weiterer Veränderungen des Systems gilt das Varia- 
tionsprinzip in der vereinfachten Form (321.13). Da die Volumina V, als starr 
und unverrückbar angesehen werden, findet in (321.13) keine Variation der öV, 
statt, es gilt daher 6, = 0. Ein Druckausgleich durch Verschieben der Wände ist 
also nicht möglich, und es gilt 


785 = 38M;ly - gi(p;, T)] (3) 
für weitere Änderungen der in (321.2) definierten charakteristischen Funktion 5. 
Gegenüber (321.16 und 21) hängen die g; hier aber von den p; statt von p ab. 


Im nächsten Schritt unserer Überlegungen denken wir uns die Trennwände 
vollständig porös. (Das läuft auf das gleiche hinaus, als seien sie nicht vorhanden.) 
Dadurch wird ein Massenaustausch möglich, also ö M,; + 0. Da die Gesamtmasse M 
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im Gesamtvolumen V erhalten bleiben muß, ist die entsprechende Nebenbedingung 
(321.3) durch y #0 zu wahren. Der sich einstellende neue Gleichgewichtszustand 
erfüllt die Bedingung 
5S=0 für 5M;+0. (4) 
Daraus folgt nach (3) 
(pi, T)=Y (5) 


für die spezifische freie Enthalpie g, im Teilvolumen V,. Die inzwischen wärme- 
durchlässig und porös gemachten „Wände“ haben keinen Einfluß mehr auf das 
Gleichgewicht, das sich den Bedingungen (4) und (5) entsprechend eingestellt hat, 
und können nunmehr im Gedankenexperiment ‚beseitigt‘‘ werden. 


Im vorliegenden Fall ist Y; = dr das Teilvolumen in der Umgebung eines 
durch i charakterisierten Punktes r des Gesamtvolumens. (5) ist daher sinngemäß 
in der Form 


g9(t, ?(t), 7) = konst. (6) 


zu schreiben. Normalerweise, d.h. bei einer homogenen Substanz ohne äußere 
Kräfte, hängt g im thermischen Gleichgewicht nicht vom Teilsystem i, hier also 
nicht explizit vom Ort r ab. Da die Temperatur r ohnehin konstant ist, sagt (6) 
im kräftefreien Fall aus, daß der Druck p konstant sein muß. Für diesen Fall 
stellen die Gleichungen (4) bis (6) nichts anderes dar als eine Überlegung, die 
den Gleichungen (321.14 und 15) gegenüber den Druckausgleich auf einem etwas 
anderen Wege liefert. 


Befindet sich die betrachtete Substanz dagegen in einem durch u(r) beschrie- 
benen Kraftfeld, so hängt die freie Enthalpie wegen g = e + pv — Ts über die 
innere Energie e von v(r) und damit vom Ort r explizit ab. Da der Temperatur- 
ausgleich unabhängig von der Anwesenheit eines Kraftfeldes stattgefunden hat, 
enthält Gleichung (6) mit 7 = konst. eine Aussage, die nach Auflösung die Form 
p=p(t, T) erhält. Im äußeren Kraftfeld f findet also auch bei thermischem 
Gleichgewicht kein Druckausgleich statt. Der Druck p ändert sich vielmehr von 
Ort zu Ort und kann aus (6) im Einzelfall berechnet werden. 


Auch wenn die Funktion g in (6) nicht explizit bekannt ist, läßt sich aus den 
allgemeinen Eigenschaften von g eine differentielle Beziehung für p(r) gewinnen. 
Nach (314.8) und mit e— e + u hängt g gemäß 


dg=vdp—sdr+du (7) 
von den übrigen Zustandsgrößen und vom Potential ab. Diese Gleichung be- 
schreibt im übrigen die Differenz der Freien Enthalpie einer Masseneinheit zwischen 


Nachbarorten rt und r + dr. Nach (6) muß für diesen Unterschied dg = 0 gelten, 
woraus nach (7) und wegen dr =0 als Bedingung für den Druckunterschied 


dp=—udau(t) (8) 
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mit v= V/M = 1/u folgt. Mit zunehmendem Potential (im Schwerefeld: nach 
oben hin) nimmt der Druck ab. 


Das Ergebnis (8) wird benutzt, um den Einfluß der Schwerkraft (2) auf ein 
ideales Gas zu bestimmen. Seine Massendichte ist durch die Zustandsgleichung 


M 1 
PEI=S,7 9 
gegeben. Mit (2) und (9) liefert (8) daher 
dp=-udu=-ugde=—- gde (10) 


als Differentialgleichung für p(z). Die Lösung dieser Differentialgleichung liefert 


ut) g2 


pl@)=Mme "7 =me 'T 


(1) 


für die Ortsabhängigkeit des Drucks. Diese Gleichung ist als barometrische 
Höhenformel bekannt. 


Für die Dichte des idealen Gases gilt entsprechend 
(x) ut) __Um 
u)= e "T me KT, (12) 


Hier bedeutet U (r) die potentiell Energie eines einzigen Moleküls des Gases. u ist 
proportional zur Aufenthaltwahrscheinlichkeit w eines einzelnen Teilchens am 
Ort r. Daher gilt zusammen mit der Maxweuıschen Geschwindigkeitsverteilung 
(145.18) p 


w(r,o)me kr e- + U). (13) 


Für die endgültige Ableitung dieser Beziehung siehe [453 und 454]. 


Inkompressible Flüssigkeiten haben die Eigenschaft u = konst. Bei ihnen ent- 
steht durch Einsetzen von (2) in (8) und Integration die Gleichung 


p(2) = Po— ug92. (14) 


Der Druck p nimmt in einer Flüssigkeit also nach unten linear zu. p, ist der bei 
z = 0 gerade vorhandene Druck. Charakterisiert 2 = 0 z. B. die Oberfläche des 
Wassers, so muß p, mit dem dort vorhandenen Luftdruck gleichgesetzt werden. 


323 Zwei Aggregatzustände im Gleichgewicht 


In Abb. 323.1 betrachten wir ein abgeschlossenes Gefäß, das zwei Phasen ein 
und derselben Substanz, zum Beispiel Wasser im flüssigen und gasförmigen 
Aggregatzustand, enthält. Nachdem sich Druck und Temperatur in dem System 


gemäß 
P=-p=P T=-nN=T () 
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ausgeglichen haben, werden weitere Änderungen der charakteristischen Funktion 
(321.2) durch (321.16) beschrieben. Bei der weiteren Gleichgewichtseinstellung 
aber ist es möglich, daß sich ein Teil ö& M, der Phase 0 in die Phase 1 verwandelt. 
Das thermische Gleichgewicht zwischen beiden Phasen stellt sich dann unter den 
Bedingungen (321.9 und 16) entsprechend 


-1785 = YöM;(g(p,r)—-y)=0 (2) 


ein. Für willkürliche Änderungen 8&M,, ö5M, #0 folgt 9, =y = 9,. Das gleiche 
Ergebnis erhalten wir mit y = 0 und 8&8M, = —58M,. In beiden Fällen. entsteht 


| an =p.r) | (3) 


als Bedingung für das thermische Gleichgewicht der beiden 
Phasen. Die Freien Enthalpien g, und g, beider Phasen müssen 
also gleich groß sein. 


Bei der Betrachtung von (3) hat man zu beachten, daß 
9, und g, gegebene, nämlich theoretisch oder experimentell 
ermittelte, aber jedenfalls voneinander verschiedene Funk- 

. tionen sind, die das thermodynamische Verhalten der beiden 
Abb. 323.1. Gleich- 8 ä R . e 
* - Phasen charakterisieren. Die Gleichgewichtsbedingung (3) 
gewicht von zwei x & 33 Ei > 
Aggregatzuständen wird bei beliebig gewählter Temperatur r zu einer Be- 
einer Substanz stimmungsgleichung für den Druck p. Sie enthält also 
implizit einen Zusammenhang p = p(r), die sogenannte 
Dampfdruckkurve. Dieser integrale Zusammenhang p(r) läßt sich aus (3) nur 
ermitteln, wenn die Funktionen g, und g, bekannt sind. 


Auch hier läßt sich eine differentielle Aussage über den Zusammenhang p(r) 
in ganz allgemeiner Form machen. Wir überlegen, wie sich der Dampfdruck p 
in (3) ändert, wenn die Temperatur r um dr verändert wird. Zu diesem Zweck 
wird die Differenz der Freien Enthalpien 

Ag=9- 9 (4) 
eingeführt. Bei Änderungen von p und 7 muß die Gleichgewichtsbedingung (3) 
gewahrt bleiben, also wegen (313.2) 
d(Ag)=0=Avdp-— Asdr (5) 
gelten. As ist die in [245] besprochene Umwandlungsentropie 
As=s,—-% Ei ee (6) 


7 T 2 


Wir erhalten daher als Bedingungsgleichung 


dp ds Ah q 
dr " Ar  TAv TAvV’ 


also die von (255.2) her bekannte CLausıus-CLArEryYronsche Dampfdruekformel. 
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Es ist durchaus möglich, ein Zweiphasengemisch anzutreffen, dessen Druck p 
und Temperatur r die Gleichgewichtsbedingung (3) nicht erfüllen. Dann aber 
befindet sich das System nicht im thermischen Gleichgewicht. Solche Nieht- 
gleiehgewichtszustände sind oft recht langlebig. Selbständige Änderungen aber 
können nur unter der Bedingung ö$ = 0 stattfinden, also nur zum Gleichgewicht 
hin gerichtet sein. 

An dieser Stelle soll die bereits in [132] erwähnte Untersuchung über das Zwei- 
phasengleiehgewicht des van-DER-Waarsschen Gases nachgeholt werden. In 
Abb. 323.2 ist eine Isotherme (r = konst.) des VAN-DER-WAALSschen Gases ein- 
getragen. Im Bereich zwischen den Stellen 0 und 1 
folgt das Gas nicht der instabilen Isotherme, son- 
dern nimmt einen geradlinigen Verlauf als Gemisch 
von zwei Phasen, die sich in den Zuständen 0 und 1 
befinden. Die Lage der Waagerechten p ist zunächst 
noch unbekannt und soll aus der Gleichgewichtsbe- 
dingung (3) ermittelt werden. Wegeng=e+pv— Ts 
folgt für die Differenz der Freien Enthalpien beider 


Phasen de+-pAv—-rAÄs=0. (8) 


Nach dieser Gleichung muß die Entropiedifferenz, 
also die Umwandlungsentropie As, die Bedingung 


Abb. 323.2. Das Zweiphasen- 
gleichgewicht Flüssigkeit-Gas 
beim VAN-DER-W AALsschen 
Gas. Die von der Kurve be- de+pAv 

grenzten Flächenstücke unter- As = on. (9) 
halb und oberhalb der Waage- 
rechten müssen gleich groß sein. 
Der hierdurch gekennzeichnete 1 

Druck p ist der zu 7 gehörige As -[ de+pde (10) 

T 
) 


befolgen. Andererseits gilt für die Entropie 


Dampfdruck 


für beliebige Integrationswege im p V-Diagramm. (9) folgt aus (10) bei Wahl des 
waagerechten Integrationsweges p = konst. durch den Zweiphasenbereich von 
Abb. 323.2. Das gleiche Ergebnis As muß entstehen, wenn der Integrationsweg 
im Gültigkeitsbereich der vAN-DER-WAALSsschen Gleichung oben um das Zwei- 
phasengebiet herum geführt wird. Dann sind e(p, v) und r(p, v) entsprechend 
einzusetzen. Wegen der Wegunabhängigkeit des Integrals (10) erhalten wir aber 
das gleiche Ergebnis, wenn wir statt dessen formal mathematisch die (physikalisch 
nicht realisierbare) labile VAN-DER-WAaLssche Isotherme von Onach 1 durchlaufen. 
Wegen r = konst. vereinfacht sich die Integration (10) hier zu 


1 
40-4 de + [rar]. (11) 


Der Vergleich von (9) und (11) zeigt, daß die Bedingung 


(12) 
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erfüllt werden muß, damit p in Abb. 323.2 der zu r gehörige Gleichgewichtsdruck 
ist. Auf der rechten Seite von (12) aber steht der in Abb. 323.2 senkrecht schraf- 
fierte Flächeninhalt der Kurve. Auf der linken Seite steht der waagerecht schraf- 
fierte Flächeninhalt des Rechtecks. Beide müssen nach (12) gleich groß sein. Das 
entspricht der im Zusammenhang mit Abb. 132.3 aufgestellten Behauptung, daß 
die von der Kurve begrenzten Flächenstücke oberhalb und unterhalb der Waage- 
rechten p gleich groß sein müssen. 


324 Mehrere Aggregatzustände im Gleichgewicht 


Enthält ein System drei oder mehr Aggregatzustände ein und derselben Sub- 
stanz, so stellt sich den Überlegungen von [321] entsprechend der Ausgleich von 
Druck und Temperatur wieder genau wie früher ein. Für weitere Änderungen 
des Systems, bei denen Massen öM, in andere Aggregatzustände überführt 
werden, ist die Gleichgewichtsbedingung auch hier (323.2). Sind insgesamt ® 
Phasen vorhanden, so entstehen für das Gleichgewicht die Bedingungen 


HP T)=%(P,T7)==go(P;T), () 


also insgesamt ® — 1 Bedingungen zwischen p und r. Für zwei Phasen enthält (1) 
nur eine Bedingung und liefert damit einen Zusammenhang p(r), die Dampf- 
druckkurve. Bei drei Phasen entstehen zwei Bedingungsgleichungen. Sie lassen 
sich nur für ein ganz bestimmtes Wertepaar (p, 7) erfüllen. Es gibt also nur einen 
einzigen Punkt im Zustandsdiagramm, an dem drei Phasen gleichzeitig vorhanden 
sein können. Ein solcher Punkt heißt Tripelpunkt. Für vier oder mehr Phasen 
können die Bedingungen (1) nicht mehr erfüllt werden. p und r sind durch die 
mehr als zwei Gleichungen (1) überbestimmt. Auch wenn eine Substanz also 
mehr als drei Aggregatzustände besitzt, können diese nicht alle gleichzeitig in 
einem Gleichgewichtszustand auftreten. 


Allgemeine Folgerungen lassen sich aus (1) wieder in differentieller Form (323.5) 
gewinnen. Wir betrachten ein System mit den drei Aggregatzuständen fest, 
flüssig und gasförmig und bezeichnen sie mit 1, 2 und 3. Da die Phasenübergänge 
in der Richtung 1— 2 — 3 endotherm sind, gilt für die Enthalpien 


h,>h, h,>h h3>h,. (2) 
Für die spezifischen Volumina gelten die Beziehungen 
vg >% v,Sv V>Y. (3) 


Beim Übergang vom festen zum flüssigen Zustand sind beide Vorzeichen möglich, 
beim Übergang zum gasförmigen Zustand dagegen tritt stets Volumenzunahme 
ein. Wir führen die Abkürzungen 


Akhr=ly—h; Ay, =u—v; (4) 
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ein. Hier bedeutet Ah,,; die Zunahme der spezifischen Enthalpie beim Übergang 
‘> k und Av,, die entsprechende Zunahme des spezifischen Volumens (bei 
konstantem Druck). Aus den Gleichgewichtsbedingungen g, = 95, 95 = 9; und 
9ı = 9s folgen die zugehörigen Dampfdruck- bzw. Schmelzdruckformeln 


dPr en Ahr .._ 
a ik = 12,23, 13 (5) 


für Schmelzen, Sieden und Sublimation (direkter Übergang: fest — gasförmig). 
P;r bedeutet den zum Übergang gehörigen Gleichgewichtsdruck. Die zu (5) ge- 


7 2 
rhombisch / | lüssig 


in 


monoklin 


gasförmig 


3 
gasförmig 


E rd 


Abb. 324.1. Phasendiagramn. des Wassers in Abb. 324.2. Phasendiagramm des Schwefels. 
der Nähe des Tripelpunktes. Da hierAv,a;<O Der Übergang 11’ ist eine Umkristallisation 
ist, sinkt die Schmelztemperatur mit zu- 

nehmendem Druck 


hörigen Gleichgewichtsdruckkurven »,,(7) sind in Abb. 324.1 im pr-Diagramm 
dargestellt. Die Kurven besitzen wegen (2) und (3) im allgemeinen alle eine positive 
Steigung außer im Falle Av,,< 0, wenn also, wie beim Wasser, das Volumen der 
festen Phase größer ist als das der flüssigen. Die Kurve 7, ‚(T) ist bedeutend steiler 
als die Kurven p,,(7) und p,,(7), weil hier die Volumenänderung Av, , sehr viel 
kleiner ist als in den übrigen Fällen. Dies hat in (5) einen entsprechend größeren 
Differentialquotienten zur Folge. 


Als Beispiel einer Substanz mit mehr als drei Aggregatzuständen ist in Abb. 324.2 
das pr-Diagramm des Schwefels dargestellt. Neben der üblichen festen Phase 
(rhombische Kristallstruktur) tritt Schwefel noch in einer weiteren festen Phase 
(monokline Struktur) auf. Es entstehen in Abb. 324.2 drei verschiedene Punkte, 
an denen sich je drei p(r)-Kurven schneiden. Das System besitzt also drei Tripel- 
punkte für das gleichzeitige Vorhandensein der Phasen 11’2, 11’3 oder 1'23. 


Es muß besonders darauf hingewiesen werden, daß bei diesen Untersuchungen 
nur rein thermodynamische Gleichgewichte betrachtet werden. In der Praxis 
werden Substanzen auch außerhalb der pr-Kurven in mehreren Phasen angetrof- 
fen. Es handelt sich dabei aber um keine stabilen Zustände, auch wenn diese 
gelegentlich recht langlebig sind. Einen guten Überblick über die Situation liefert 
folgende Betrachtung: In Abb. 324.3 sind die Kurven g;(p, 7) als Flächen über 
der pr-Ebene dargestellt. Im thermischen Gleichgewicht ist die Freie Enthalpie @ 
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ein Minimum. Daher bevorzugt dieser Zustand überall im pr-Diagramm die- 
jenigen Phasen, deren g(p, r)-Fläche den niedrigsten Wert besitzt. Auf den 
Schnittkurven zweier solcher Flächen sind die betreffenden beiden Phasen thermo- 
dynamisch gleichberechtigt. Dies sind die p(r)-Kurven der Abb. 324.1 und 2. 
Befindet sich außerhalb dieser Kurven eine Substanz in mehreren Phasen, so 
werden die Phasen mit größerem g 
allmählich in diejenigen mit niedrig- 
stem g überführt. Über die Geschwindig- 
keit derartiger Änderungen aber kann 
die Thermodynamik keinerlei Aussagen 
machen. 


Abb. 324.3. Räumliche Darstellung des 
Phasendiagramms: Für ein gegebenes Werte- 
paar p, 7 ist jeweils diejenige Phase stabil, 
deren Fläche 9,(p, 7) dort den niedrigsten 
Wert hat 


325 Ideale Gemische 


Bislang wurden nur zusammengesetzte Systeme im Sinne von Abb. 321 be- 
trachtet, deren Bestandteile unvermischt nebeneinander in Temperatur- und 
Druckausgleich miteinander standen. Für ein solches System ist 


G= 3 Zr 8:(P, 7) 1) 


die Freie Enthalpie, und bei Mengenänderungen öZ, unter den Nebenbedingungen 
6? = ör = 0 ändert sich diese Größe um 


ö@ = 82, 8,.(P, PT). (2) 


Anders ist die Situation, wenn mehrere Komponenten in gemischtem Zustand 
auftreten. Hier ist allein wegen der gegenseitigen Beeinflussung der Komponenten 
der Ansatz (1) nicht mehr aufrechtzuerhalten. Für die gesamte Freie Enthalpie 
können wir zunächst lediglich den allgemeinen Ansatz 


@=G(Z,, 9,7) =@(Z,, Z,, ---,P,T) (3) 
machen und verlangen, daß @ genau wie die Z; eine extensive Größe ist. Wir 


denken uns das System unter Aufrechterhaltung von p und r und den Mengen- 
verhältnissen ein wenig vergrößert. Dann müssen sich die extensiven Größen wie 


Z,>(1l+eZ% G>1+g94@ (4) 
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ändern. Beim Einsetzen in (3) und Entwicklung nach & bis zur ersten Ordnung 
liefert der Koeffizientenvergleich 


(8) 


9G 
G = I A3Z, = N Zu 84 (Ps T, Zr) 


als eine weitere mögliche Darstellung für die Freie Enthalpie des Gemisches. 


Die im letzten Gleichheitszeichen definierten (fett gedruckten) Größen g; 
werden als partielle molare Größen bezeichnet. Sie sind intensive Größen, die 
nicht mehr von den Mengen Z,, sondern nur noch von ihren Verhältnissen 
untereinander, also im allgemeinen von allen Konzentrationen 2, = Z,/3),2,, 
abhängen dürfen. Allerdings zeigt die Variation von (3), daß auch 


9G 
d6G= 252, EyA = 3 62,84(P, T, Zgı) (6) 


gelten muß. Die Durchführung der gleichen Variation in (5) dagegen liefert noch 
ein Zusatzglied, das nach Vergleich mit (6) verschwinden muß: 


325, =0 für 82,#0. (7) 


Es zeigt, daß die partiellen molaren Größen offenbar nicht unabhängig vonein- 
ander sind, so daß zwischen ihnen Beziehungen bestehen. Eine genauere Unter- 
suchung dieser Beziehungen wird in [35] durchgeführt. 


Gleichung (6) läßt die Bedeutung der partiellen molaren Größen am deutlichsten 
erkennen. 8,52, beschreibt die infinitesimale Zunahme der Freien Enthalpie, wenn 
dem Gemisch die Menge öZ, der Komponente k hinzugefügt wird. Diese Beziehung 
gilt im Gegensatz zu (2) nur infinitesimal, da die g; Funktionen der z, sind. Zur 
Bestimmung einer endlichen Enthalpieänderung müßte zum Integral über (6) 
übergegangen werden, was in (2) wegen der Unabhängigkeit der molaren Größen gj. 
von z;, überflüssig ist. In dieser Beschreibungsweise ist auch das mögliche Vor- 
handensein unvermischter Komponenten mit eingeschlossen. Dann gilt g, = g;; 
und die Gleichungen (5) und (6) stimmen mit (1) und (2) überein. Die Bedingung (7) 
wird trivial erfüllt. 

Als nichttriviales Beispiel betrachten wir ein Gemisch idealer Gase. Zunächst 
denken wir uns die Komponenten getrennt, aber im Druckausgleich, und daher 
durch die Teilvolumina V, und den Gesamtdruck p charakterisiert. Nach Be- 
seitigung der Wände ändern sich V.— V, p— p;, wobei nach (226.10) die Be- 
ziehungen 


BI =, Z=- 32, (8) 
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erfüllt werden. Da im idealen Gas die Komponenten wegen ihrer Wechselwirkungs- 
freiheit ungestört nebeneinander bestehen, ändert sich die molare Freie Enthalpie 
der Komponente k infolge der Durchmischung (da sich die Komponente k nach 
Beseitigung der Trennwände über das ganze Volumen V mit dem Partialdruck 7; 
ausdehnt) lediglich entsprechend 


&(P; 7) —— &:(Pr, T)= gr(P, T) + Ag (9) 


mit p, als dem Partialdruck der Komponente k im Gemisch. Die Zunahme von g, 
berechnen wir entsprechend (313.2) als ein Integral über dg= —sdr + vdp mit 
dr=0 und der Zustandsgleichung pv =rr des idealen Gases. Es entsteht 
wegen (8) 
Ag=[vdp=rı[ E<rrn&=rri 1 
g&=|vdp 2 Fr IT = rr iInz,<0. (10) 


Beim Übergang zum Gemisch verändern sich also die molaren Freien Enthalpien 
um (10). Dementsprechend stellt (9) die partielle molare Freie Enthalpie 


8x (P, T, 2) = &x(P; T) +rr Inz; 
8r(P; T, l) =g.(P, T) 


(11) 


dar. Gegenüber dem allgemeinen Ansatz (5) hängt sie nur von der Konzentration z; 
der gleichen Komponente ab. 


Für die partiellen molaren Größen (11) des idealen Gemisches soll die Richtigkeit 
der Beziehung (7) kontrolliert werden. Hier gilt 


2: 2,88,= 17 2, Z,ölnz, = Ze (12) 


Die Durchführung der Variation liefert 


32,88. = TT Nr2rd (In Z, — In 312) 
= ır7 Yr2r((d Zu/ Zr) - (Ir52/ 8:2) = rd ıdZ) = 0. 


Die Abnahme (10) der Freien Enthalpie läßt sich folgendermaßen interpretieren: 
Die Durchmischung stellt einen Prozeß mit Druckänderung bei konstanter Tempe- 
ratur dar. Im allgemeinen Ansatz g = h — 7s ändert sich beim idealen Gas wegen 
(dh/dp) = 0 nur die Entropie, so daß Ag= —rAs ist und (10) im wesentlichen 
nur den Beitrag der Mischentropie As = —rIn >; enthält, die durch die mit der 
Mischung verbundene Expansion hervorgerufen wird und deren statistische Be- 
deutung bereits in [264] untersucht wurde. Bei allen Gemischen, bei denen die 
innere Wechselwirkung der Komponenten von ihrer gegenseitigen Wechselwirkung 
nicht sehr verschieden ist, stellt diese Mischentropie den Hauptbeitrag zur 
Änderung von g. Daher ist (11) auch bei realen Gasen und bei Flüssigkeiten 
eine oftmals recht brauchbare Näherung. Weitere Untersuchungen über Gemische 
sind in [35] durchgeführt. 


(13) 
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326 Gispssche Phasenregel 


Es soll untersucht werden, wieviel thermodynamische Freiheitsgrade f (frei 
wählbare intensive Variabeln) ein beliebig zusammengesetztes thermodynamisches 
System nach Druck- und Temperaturausgleich im Gleichgewichtszustand noch 
enthalten kann. Sein Gleichgewichtszustand wird nach (321.20) durch 


G-- Minimum 8G=<0 () 


beschrieben. Entsprechend Abb. 326 wird ein System betrachtet, in dem sich 
beliebig viele Phasen = 1...® und Substanzen (Komponenten) k=1...K 
befinden. Sie können rein und vermischt auftreten und werden durch die 
Größen Z,; charakterisiert. Z,; ist die Menge der 
Substanz k in der Phase . Es ist dabei ohne 
Belang, ob einzelne oder viele der Z,, verschwinden. 
Durch 

SZ Din, me © 
Pr k 


p 


werden die Größen Z;, und Z, eingeführt. Die 
erstere gibt die in allen Phasen insgesamt vor- 
handene Menge der Substanz k an, die zweite die 
GısBsschen Phasenregel. Sr der PR hand Ca t 
System mit K=4 Kompo- in der Phase @ vorhandene Gesamtmenge ver- 
nenten und © = 5 Phasen schiedener Substanzen k. z,z bedeutet die Mol- 
konzentration der Substanz k in der Phase o. 


Abb. 326. Zur Begründung der 


G=@(p, T, Z,r) ist die Freie Enthalpie des Gesamtsystems. Deren Variation 
nach den Z,; liefert entsprechend (325.6) 


9G 
8 z, = ZprEorlPs 7, Zom). (3) 
p 


Die g,, sind wieder die in [325] eingeführten partiellen molaren Größen. Sie 
müssen intensive Größen sein und können daher nur von den Mengenverhältnissen 
Zg1: Zpa:... der verschiedenen Komponenten k’ abhängen, die sich in der gleichen 
Phase @ befinden. Die übrigen Phasen p' + sind natürlich (wegen der räum- 
lichen Trennung) ohne Einfluß auf g,.. Bei idealen Gemischen sind die 8, 
mit den in (325.11) eingeführten Größen identisch, bei getrennten Phasen (nur 
eine Komponente k) stimmen sie wegen z,; = 1 mit den g,(p, r) von (325.1) 
überein. 


Wir lassen Variationen des Systems mit 62, + 0 zu, bei denen einzelne Sub- 
stanzen in andere Phasen übertreten können, aber chemische Reaktionen ver- 
boten sind. Daher müssen die in (2) definierten Mengen Z, alle einzeln konstant 
gehalten werden, genau wie vorher in [321] die Gesamtmasse M konstant gehalten 
wurde. In diesem Sinne ist yM von (321.18) durch y;,Z, mit insgesamt K 
LAgrangeschen Parametern y, zu ersetzen. Somit lautet die Variations- 


12 Macke, T'hermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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bedingung (1) analog zu (321.21) und bei Berücksichtigung von (325.7) hier 


SI — 2 yn2ul = 3 82,n [Bor (Ps 7, 201) -yl=0. (4) 


Diese Variationsbedingung kann mit ö&Z,, #0 nur erfüllt werden, wenn alle 
Klammern in (4) einzeln verschwinden. 


Für das Gleichgewicht des Systems von Abb. 326 gelten daher die Gleichungen 
gor(P; 7, Zppr) =yr 2 Eph = 1, (5) 


und zwar die ersteren für alle p und k, die letzteren für alle p. Dies sind also 
DK +6® Gleichungen für die intensiven Variabeln p, 7, alle y, und alle z,;,, 
also insgesamt 2+ K+ ®K Variabeln. Die Zahl / der thermodynamischen Frei- 
heitsgrade ist aber gleich der Zahl der vorhandenen Variabeln, abzüglich der 
Bedingungen zwischen ihnen, und somit 


[=2+K-®-R| (6) 


(mit R = 0). (6) wird als Gmisgssche Phasenregel bezeichnet und gibt die Zahl 
der thermodynamischen Freiheitsgrade irgendeines entsprechend Abb. 326 vor- 
gegebenen Systems an. Ist zwischen mehreren Substanzen eine chemische 
Reaktion möglich, so entsteht ein Ausgleich zwischen diesen Substanzen und 
damit eine weitere Bedingung zwischen deren Mengen, die nun nicht mehr von- 
einander unabhängig gewählt werden können. Durch jede in diesem System 
mögliche chemische Reaktion verringert sich also die Zahl der frei wählbaren 
Variabeln und damit der thermodynamischen Freiheitsgrade um je Eins. Sind in 
dem System insgesamt R chemische Reaktionen möglich, so verringert sich f 
um R, und Gleichung (6) gilt auch für R=+0, vgl. [331]. 


Nachdem die Gisssche Phasenregel (6) auf reichlich abstraktem Wege ge- 
wonnen wurde, sollen ihre Aussagen an einfachen und physikalisch durchsichtigen 
Beispielen erläutert werden. Wir betrachten zunächst ein System mit mehreren 
Phasen ®, aber nur einer Komponente K = 1. Dann wird Gleichung (6) mit 
R=0 zu f=3-6©. Ist nur eine Phase vorhanden, so ist {= 2. Das ent- 
spricht unseren bisherigen Feststellungen, nach denen p und r für ein einphasiges, 
homogenes System frei wählbar sind. Beim zweiphasigen System © = 2 wird 
f = 1, da zwischen den Größen p und r der Zusammenhang p(r) z.B. als Dampf- 
druckformel besteht. Nur eine von ihnen ist frei wählbar. Der Fall mit ® =3 
entspricht dem Tripelpunkt mit drei Phasen, in dem wegen { = 0 weder p noch r 
frei gewählt werden können. 


Als zweites Beispiel betrachten wir eine Salmiaklösung in Wasser. An diesem 
System sind K = 2 Komponenten beteiligt. Auch hier ist R= 0. Die GIBBssche 
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Phasenregel lautet daher: {=4- ©. Zunächst betrachten wir den Fall 
®=1, f=3. In der einen vorhandenen Phase ist neben p und 7 noch die 
Konzentration z des Salmiaks frei wählbar. Als nächsten Fall ®=2, }=2 
betrachten wir eine flüssige Phase (Lösung von Salmiak in Wasser) und eine gas- 
förmige Phase (voraussetzungsgemäß nur Wasserdampf). Geben wir die Konzen- 
tration = in der Flüssigkeit beliebig vor, so besteht zwischen p und 7 wieder eine 
Dampfdruckformel als Beziehung, die jetzt allerdings z-abhängig ist. Für ® = 3; 
f = 1 betrachten wir das Vorhandensein von Wasser in fester, flüssiger und gas- 
förmiger Phase, während Salmiak nur in der flüssigen Phase gelöst sei. Es liegt 
ein Tripelpunkt mit gegebenen Werten p und 7 vor, die sich jedoch mit der 
Konzentration z des Salmiaks ändern. Da = beliebig wählbar ist, wird {= I 
bestätigt. Schließlich bleibt der Fall ® = 4, / = 0 zu betrachten. Dabei sind 
gleichzeitig die beiden getrennten, festen Phasen Wasser und Salmiak vorhanden, 
eine flüssige Phase, die das Salmiak-Wasser-Gemisch enthält, und eine gasförmige 
Phase mit Wasserdampf (wenn man von der noch möglichen Verdampfung des 
Salmiaks absieht). Dieses vierphasige System ist nur für einen ganz bestimmten 
Wertesatz von p, r und z zu realisieren. Bei einer infinitesimalen Änderung einer 
dieser Größen verschwindet (mit der Einstellung des neuen Gleichgewichts- 
zustandes!) eine der vier Phasen. 


Übungsaufgaben 


32.1. Was folgt aus der Gleichgewichtsbedingung (321.10) für den Fall, daß die Teilsysteme 
„2“ (mit 9,, 7, v%)) durch masse- und wärmeundurchlässige, aber bewegliche Wände 
getrennt sind? 


32.2. Ein gasförmiges Isotopengemisch (Z, Mole ®®>UF, mit m, = 349 kg/kmol und Z, Mole 
®®UF, mit ım, = 352 kg/kmol, Molzahlenverhältnis am Anfang «, = (Z,/Z,), = 0,007) 
wird in eine zylinderförmige Zentrifuge gebracht (Radius R, Winkelgeschwindigkeit 
® = 2 - 10° 1). Wie hängt x nach Einstellung des neuen Gleichgewichts vom Ort ab? 
Welche Werte stellen sich an der Zentrifugenachse (für R = 0,1m; 0,2 m; 0,3 m) bei 
Zimmertemperatur ein? 


32.3. Für reines Benzol bzw. Naphthalin gilt bei 9, = lat = 9,81 - 10% N/m? 


Schmelz- Siede- 


temperatur | temperatur Schmelzwärme Verdampfungswärme 


Benzol| 3=6°C0 | 73= 80,5°C | g& = 2,37 - 10? kcal/kmol | , = 7,4 - 10% kcal/kmol 


Naph- | 74=80°C | zu= 218° | =4,56- 10° kcal/kmol | qy = 9,7 10° kcal/kmol 


Wie groß sind p, z und die Konzentrationen z39, zg3> zya> zya des eutektischen Ge- 
misches? Feste Phase (1): reine Substanzen, flüssige (2) und gasförmige (3) Phase: ideale 
Gemische. (Umwandlungswärmen = konst, 9, > v,, %, = v..) 


12* 
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Zusammenfassung: Bei chemischen Reaktionen ändern sich die Mengen der beteiligten 
Komponenten um 82, = — 3,55. Die zugehörige Änderung von @ ist 8G0 = X 82,8;. Sie 
verschwindet im Gleichgewichtszustand. Hieraus folgt die Gleichgewichtsbedingung I 3,8; =0. 
Bei idealen Gemischen läßt sich die Konzentrationsabhäpgigkeit 8;(2,) direkt angeben, 
und die Gleichgewichtsbedingung geht in das Massenwirkungsgesetz II:8:= K(p, r) über. 
Es liefert für die Konzentrationen =, der Anfangs- und Endsubstanzen eine nur von 9 und z 
abhängige Bedingung, die erfüllt sein muß, damit thermisches Gleichgewicht herrscht. 


331 Chemisches Gleichgewicht 


Wir betrachten ein thermodynamisches System im Sinne von Abb. 321, das 
hier aber aus verschiedenen Komponenten und verschiedenen Phasen, rein und 
gemischt, zusammengesetzt ist. Sie werden alle durch den Index i (anstatt pk 
im vorigen Abschnitt) voneinander unterschieden. Nachdem Druck- und Tem- 
peraturausgleich stattgefunden haben, gilt für weitere Änderungen des Systems 


ch (313.2 
een d@<Vap- Sar. (a) 


Bei konstantem Druck p und konstanter Temperatur 7 stellt sich ein Gleichgewicht 
ein, das nach (1) wie in (321.20) den Bedingungen 


| @G(p, T, Z,) > Minimum 0G=0 p,T = konst. (2) 


unterliegt. Z; ist die Molzahl der mit ö bezeichneten Komponenten k in einer der 
Phasen o. Bei Änderungen der Z, ändert sich die Freie Enthalpie @ des Gesamt- 
systems wie in (326.3) 


96 
56-252, - DAR 7,220). (3) 


Mit z, ist die Konzentration 


= 24/28 (4) 


der betreffenden Substanz innerhalb der jeweiligen Phase gemeint. Die Summation 
im Nenner von (4) läuft daher über alle Substanzen i', die sich in der jeweils 
gleichen Phase g befinden: Bei reinen Komponenten ist 2; = 1. Die partiellen 
molaren Größen g, in (3) hängen möglicherweise nicht nur von z,, sondern auch 
von den übrigen Konzentrationen z; ab. In idealen Gemischen [325] und nähe- 
rungsweise auch in nichtidealen Gemischen gilt (mit i=#?') 


8:(P: T,2;,25) =8;,(P, 7,1,0) +rrinz,. (5) 


Wie in [236] betrachten wir eine sehr allgemeine chemische Reaktion: Mehrere 
hier mit einem Index a bezeichnete Anfangssubstanzen werden in mehrere mit 
dem Index e versehene Endsubstanzen überführt. Die Enthalpiebilanz (236.12) 


lautet dann 
I Baht = 3 8.h. + Q, (6) 
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oder noch kürzer zusammengefaßt, 


BEN 0) 


Hier werden die 3, für die Anfangssubstanzen positiv, für die Endsubstanzen 
negativ gewählt. Beim Reaktionsablauf 8% + 0 ändern sich dann die Mengen um 


64,=- 888. | (8) 


In dieser Gleichung sind nur die an der betreffenden chemischen Reaktion be- 
teiligten Mengen mit 3;+ 0 enthalten. Für sämtliche übrigen Bestandteile des 
Systems ist 3;= 0. Können mehrere Reaktionen ablaufen, so werden dement- 
sprechend mehrere Reaktionsparameter Z, eingeführt, und für jede der Reaktionen 
gilt eine besondere Gleichung vom Typ (8). 

Wir betrachten das Gleichgewicht hinsichtlich einer einzigen Reaktion. Beim 
Reaktionsablauf ändern sich mit dem Reaktionsparameter ö£ die Mengen 5Z,, 
und entsprechend (3) ändert sich auch die Gesamtenthalpie @ des Systems. Wegen 
der Gleichgewichtsbedingung (2) läuft die Reaktion selbständig bis an eine 
solche Stelle {, an der G@ ein Minimum wird und daher &@ = 0 gilt. Die Gleich- 
gewichtsbedingung lautet daher 


80= 382,8 = - EN 35:(9,T,2,2,) =0 (9) 


gegenüber weiteren infinitesimalen Änderungen des Reaktionsparameters ÖL. 
Wegen 65 +0 folgt aus (9) 


(10) 


ZI Bi8:(P, T,2;,2.)=0 


als Bedingung für das chemische Gleichgewicht bei gegebenem Druck p und ge- 
gebener Temperatur r. (10) ist eine Bedingungsgleichung zwischen den Mol- 
konzentrationen z;. Sind in der Substanz mehrere chemische Reaktionen möglich, 
so entsteht für jede dieser Reaktionen eine entsprechende Gleichgewichtsbedin- 
gung (10) mit den zugehörigen Molumsatzzahlen &;. Bei R möglichen chemischen 
Reaktionen vermindert sich die Zahl der Freiheitsgrade des Systems um R, wie 
bereits in (326.6) festgestellt wurde. 


Als einfachsten Fall einer chemischen Reaktion betrachten wir den Übergang 
1— 2 einer Komponente zwischen zwei reinen Phasen. Er unterliegt den Be- 


dingungen 
‚23-1 I=-B=1 (11) 
und liefert wegen g; = g; als Gleichgewichtsbedingung 


8.(P; r) =8,(P, T), (12) 
also die bekannte Dampfdruckformel (323.3). 
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332 Massenwirkungsgesetz 


Die Überlegungen des vorigen Abschnitts wenden wir auf Systeme an, die 
entweder nur reine Phasen enthalten oder solche, in denen die Voraussetzungen 
für ein ideales Gemisch erfüllt sind. Dann ist es zulässig, die g; der Gleichgewichts- 
bedingung (331.10) durch die entsprechenden Größen (331.5) des idealen Gemisches 
zu ersetzen. Damit entsteht 


| 3 Bılgi(p, 7) +rrinz;] = 0 (1) 


als Gleichgewichtsbedingung. Die g,(p, 7) sind die Freien Enthalpien der un- 
gemischt gedachten Substanzen unter dem Druck p (statt Partialdruck). Bei 
Bestandteilen © des Systems, die ohnehin als reine Phasen auftreten, ist 2, = 1, 
und das von der Mischentropie herrührende Zusatzglied in (1) verschwindet. 


Gleichung (1) läßt sich entsprechend 
1 
2 lnz = - - 2 3:8(p.7) (2) 
in einen Anteil zerlegen, der nur von den Konzentrationen z; abhängt, und einen, 


der nur von Druck p und Temperatur r abhängt. Bilden wir den Exponenten 
von (2), so entsteht 


IT:%= K(p,r) InK(p,2) = - Zee). 


In dieser Form wird die chemische Gleichgewichtsbedingung als Massenwirkungs- 
gesetz bezeichnet. Es sagt aus, daß das in (3) ganz links stehende ‚‚Konzentrations- 
produkt‘ nur von p und z allein abhängt. Die charakteristische Funktion X (p, 7) 
wird durch die zweite Gleichung in (3) eingeführt. Sind die physikalischen Eigen- 
schaften der ungemischten Komponenten bekannt, so ist mit den g;(p, T) auch 
K(p, T) bekannt, denn die 3, charakterisieren die jeweilige chemische Reaktion 
und sind ebenfalls bekannt. 


Etwas deutlicher werden die Aussagen von (3) erkennbar, wenn wir entsprechend 
(331.6) die Anfangs- und Endsubstanzen unterscheiden. Die beiden Gleichungen (3) 
gehen dabei in 

II,zB 


= K(p,r) InK(p,r) = 


fr er ee Bag. Le deE. (4) 


rer 


über. In diesen Gleichungen sind alle Molumsatzzahlen 3,, 3, positiv. Sind p 
und r so gewählt, daß K(p, r) groß wird, dann liegt das zugehörige chemische 
Gleichgewicht näher beim Anfangszustand der Reaktion. Bei kleinen Werten 
von K liegt es dagegen näher beim Endzustand. 
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Die nächste Aufgabe besteht in der Untersuchung der charakteristischen 
Funktion K (p, T). Berücksichtigen wir in (3) die Beziehung 
&=h-7s (5) 
und (331.7), so erhalten wir 
ZB:(hi- 78) DO rBs 
K(p,r)=e gr =etert,. (6) 


Es müssen also entweder die g,(p, T) oder die s,(p, r) der einzelnen ungemischten 
Substanzen (und ©) bekannt sein. 


Sind die g; oder s, unbekannt, so lassen sich immerhin in differentieller Form 
allgemeine Aussagen über K(p, T) machen. Gegenüber Druck- und Temperatur- 
veränderungen verhält sich InKX wie 


dinKk = (II ),ar+ ),dr- (7) 


Andererseits läßt sich dieser Ausdruck mit (3) und (5) sowie dg= vdp — sdr 
durch 


dinK=d [- PIERANE) | an 78,) dr 


Tr 


_Z8(-sdr+vdp) _ ZB8:h, ds zn idp 


rr re? 


(8) 


darstellen. In den Koeffizienten treten die Größen 
Bch; = 2 Bahe ann = O(p,T) 
ZB = I BVva - 38 = - AVB, 7) 


als Wärmetönung O und Volumenzuwachs A® pro Reaktionsumsatz auf. Wir 
erhalten für die in (7) betrachtete Änderung also 


(9) 


dmK= S,ar+ 22 


dp. (10) 
Für alle Reaktionen, die das Konzentrationsprodukt (3) ohnehin ungeändert 
lassen, verschwindet die linke Seite von (10). Dies gilt zum Beispiel für den 
Phasenübergang zwischen reinen Substanzen unter den Voraussetzungen (331.11) 
mit K = 1. Als Ergebnis entsteht aus (10) mit dInK = 0 wieder die CLAUSIUS- 
CLAPEYRoNsche Dampfdruckformel (255.2). 


Die Bedeutung von (10) ist am besten an den auftretenden Spezialfällen zu 
erkennen. Dabei bedeutet in allen diesen Fällen dnX>0 eine Verschiebung 
des Reaktionsgleichgewichts zum Anfangs- bzw. Endzustand hin. Ändert sich 
bei einer chemischen Reaktion das Volumen nicht, so ist A® = 0. Nach (10) 
wird dann auch das Konzentrationsprodukt (und mit ihm das Verhältnis der an 
der chemischen Reaktion beteiligten Massen) druckunabhängig. Ist dagegen 
A® > 0, so findet bei der Reaktion Volumenzunahme statt. Nimmt der äußere 
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Druck gemäß dp > 0 zu, so vergrößert sich (10), das Gleichgewicht verschiebt 
sich zum Anfangszustand (kleineren Volumens!) hin. Im Falle A < 0 ver- 
schiebt sich das Reaktionsgleichgewicht zum Endzustand (also wieder zum 
kleineren Volumen) hin. Bei Druckzunahme weicht also das Reaktionsgleich- 
gewicht jedesmal nach der Reaktionsseite aus, die ein kleineres Volumen be- 
ansprucht. Im Falle exothermer Reaktionen & > 0 wird nach (10) bei Temperatur- 
abnahme dInKX<0, der energetisch günstigere Endzustand also bevorzugt. Je 
niedriger die Temperatur ist, um so mehr verschiebt sich das chemische Gleich- 
gewicht nach der Seite hin, die der niedrigsten Energie (genauer: Enthalpie) 
entspricht. 


333 Einfache chemische Reaktionen 


Zur Anwendung des Massenwirkungsgesetzes (332.3 bzw. 4) betrachten wir ein 
Gemisch idealer Gase mit konstanten spezifischen Wärmen c ‚in dem eine Reak- 
tion möglich ist. Für das Konzentrationsprodukt im Gleichgewicht gilt nach 


332.3 
._ II:&:=K(p,r). (l) 


Die charakteristische Funktion wird durch 
nK=-_ 2 818: we 2 8:h: 28:8: 
rr Tr 


r 


(2) 


beschrieben. Für die (ungemischten!) Entropien s; setzen wir nach (245.1) und 


(251.21 und 22) EEE 
en iVGAdAP & i 
- "dr ( a ),a»- (3) 


Unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts läßt sich (3) leicht integrieren, und 
man erhält mit (2) 


ds; 


K= Ace Ohrzeslr p- zB, (4) 


In der hier eingeführten Konstanten 
0 5 i ” 
ae eds Pe (5) 
treten die zu den „Anfangs“werten p,, 7, gehörigen Entropien s® = s;(p,, 7,) 


auf. Sie werden in Übereinstimmung mit dem IH. Hauptsatz [272] von der 
statistischen Mechanik geliefert, siehe [462]. 


Für eine einfache chemische Reaktion A+ B- C mit der Enthalpiebilanz 
Bahsı + Bohr = Sch +8 (6) 
erhält das Massenwirkungsgesetz nach (1) und (4) die Form 


A B c 
DD Buy +88, - 80% 


—=Ae !’r T p 84-88 + Bo, (7) 


BA 288 
27 25 


Bo 
26 
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Da bei idealen Gasen die Molvolumina der (ungemischten) Komponenten (gleichen 
Druckes) alle gleich groß sind, 
eV -Ve=V, (8) 


entsprechen die Fälle 3, + 3» Z 3c einer Volumenabnahme bzw. -zunahme 
bei der Reaktion (6) (von links nach rechts). Entsprechend der im Zusammen- 
hang mit (332.10) besprochenen Druckabhängigkeit wird (7) damit eine hinsicht- 
lich ihrer p-Abhängigkeit monoton fallende bzw. steigende Funktion. _ 

Die r-Abhängigkeit von (7) wird in erster Linie durch den Exponenten der 
e-Funktion bestimmt. Bei exothermer Reaktion Q > 0 besitzt der Endzustand 
eine tiefere Enthalpie als der Anfangszustand. Er wird bevorzugt, wenn (7) klein 
wird. Das ist mit abnehmender Temperatur z der Fall. 


Als spezielles Beispiel betrachten wir die Reaktion 
4 (H,} + 4 (Cl,} > {HCI) + 22000 keal. (9) 
Sie besitzt die Eigenschaften 
u a 8c=1 28-0. (10) 


Es findet also keine Volumenänderung statt. Daher wird das Konzentrations- 
produkt (7) druckunabhängig. Wir setzen die spezifischen Wärmen der drei in (9) 
auftretenden (zweiatomigen) Bestandteile als näherungsweise gleich groß an. 
Daher verschwindet auch der Exponent von 7 in (7). Sorgen wir beim Einfüllen 
der Substanzen für Z, = Zr, so geht (7) in 

zu2 a1? 5 


a Ann de ae (u) 


2c zc Ze 


über. Das Molverhältnis Z, : Z. wird also durch 7 allein bestimmt. Bei Zimmer- 


temperatur wird 
22000 


e 1.987.300 x e7 & 107". (12) 


Die Anfangssubstanzen von (9) sind also im Gleichgewicht nur noch zu einem 
unmerklichen Anteil vorhanden. Bei hoher Temperatur, z.B. bei 7 = 3000°, 
erhält (12) den Zahlenwert 10-1*. Der Zahlenwert von A ist von der Größen- 
ordnung 1. 


Das Ergebnis (12) scheint der Erfahrung zu widersprechen. Ein Gemisch von H, 
und Cl, ist zwar explosiv, aber doch recht beständig, obwohl dieser Zustand vom 
Reaktionsgleichgewicht noch außerordentlich weit entfernt ist. Es handelt 
sich hier um labile oder auch metastabile Gleichgewiehte. An diesem Beispiel 
wird folgendes augenscheinlich: Die Thermodynamik macht im Rahmen 
ihrer Hauptsätze nur Aussagen über Gleichgewichtszustände bzw. Aussagen 
darüber, ob ein Zustand ein Gleichgewichtszustand ist oder nicht. Sie legt damit 
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zwar die Richtung für eine mögliche Reaktion eindeutig fest insofern, als selb- 
ständige Änderungen nur in irreversibler Richtung, also auf den Gleichgewichts- 
zustand hin, stattfinden können. Über die Geschwindigkeit aber, mit der eine 
solche Reaktion stattfindet, sagt sie nichts aus. 


Übungsaufgaben 


33.1. Ideales Gasgemisch aus i Komponenten, Ablauf von zwei Reaktionen gleichzeitig. 
Es ist zu zeigen, daß für jede Reaktion einzeln eine Gleichgewichtsbedingung der Form 
(332.3) gilt. 


33.2. Bei lat und 673 °K hat die Gleichgewichtskonstante der Reaktion 
Y4N} + °%/s{He} > {NH} + mit Q= 13,24 - 10° kcal 


den Wert K = 72,5. Wie hoch ist die Ausbeute y = (Zahl der umgesetzten Mole N,/ 
Ausgangsmolzahl N,) beim Molzahlenverhältnis Zy,/Zu, = 1/3? Wie hoch muß der 
Druck p sein, um bei gleicher Temperatur eine Ausbeute von 10% zu erreichen? (Alle 
Komponenten sind ideale Gase.) 


33.3. Ein Mol N,0, zerfällt nach der Gleichung {N,;0,} = 2{NO,} — DO mit Q=r(6191 + 
+ 1,757 + 11,11. 10°3 72 — 32,86 - 10°° 7°). Es ist X (p,, 71) = 0,0212 für 7, = lat und 
7, = 127°C. Wie groß ist der Dissoziationsgrad « = (Zahl der zerfallenen Mole 
N,0,)/(Zahl der ursprünglich vorhandenen) beim gleichen Druck und der Temperatur 
7, = 27 °C? 


34 Verdünnte Lösungen und Elektrolyte 


Zusammenfassung: An semipermeablen Wänden findet nur Druckausgleich hinsicht- 
lich des Lösungsmittels statt. Auf der Seite der Lösung entsteht als Überdruck der osmotische 
Druck 87, der den gleichen Wert liefert, als wäre die gelöste Substanz ein ideales Gas. Die 
Anwesenheit der gelösten Substanz verschiebt den Gefrierpunkt und den Siedepunkt zu- 
gunsten der Lösung. Diese ‚wehrt‘ sich gegen Entmischung. — In galvanischen Elementen 
verlaufen chemische Reaktionen reversibel, wenn der elektrische Strom klein gehalten wird. 
Die Änderung der Freien Enthalpie bei Umsatz von 1kmol z-wertiger Ionen wird durch 
zen U, beschrieben. en ist die Farapay-Konstante und U, die beobachtete elektromotorische 
Kraft. Im thermischen Gleichgewicht des Elektrolyten muß die elektrostatische Wechsel- 
wirkung der Ionen berücksichtigt werden. Infolge der gegenseitigen Anziehung und Abstoßung 
findet eine Polarisation statt, deren Wechselwirkungsenergie aus der DEBYE-Hückeschen 
Theorie berechnet wird. Diese Energie E’ beeinflußt sowohl das chemische Gleichgewicht 
als auch das Verdampfungsgleichgewicht. 


341 Osmotischer Druck 


In Abb. 341 ist ein Gefäß durch eine semipermeable (halb durchlässige) Wand 
in zwei Hälften unterteilt. Links befindet sich eine reine Flüssigkeit, z. B. Wasser, 
rechts die gleiche Flüssigkeit mit einem geringen Zusatz fremder Substanz von 
einer Konzentration z < 1. Die Beobachtung zeigt, daß sich der Flüssigkeitsspiegel 
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der Lösung rechts höher einstellt als links bei der reinen Flüssigkeit. Dieses Er- 
gebnis läßt sich folgendermaßen verstehen: Die semipermeable Wand läßt nur 
das Lösungsmittel, hier das Wasser, durch. Zum Wanddruck trägt auf der rechten 
Seite sowohl das Lösungsmittel als auch die gelöste Substanz bei. An der Trenn- 
wand findet ein Austausch von Lösungsmittel und daher Druckausgleich statt. Der 
Gesamtdruck links ist gleich dem ‚„Partialdruck‘“ des Lösungsmittels rechts. Zu 
diesem Druck tritt noch derjenige der gelösten Substanz hinzu, so daß der Gesamt- 
druck rechts überwiegt und dementsprechend auch der Flüssigkeitsspiegel auf 
dieser Seite höher steht. 


Beschreiben wir das Hindurchtreten des Lösungsmittels 
von links nach rechts als eine ‚‚chemische‘‘ Reaktion, so muß 
nach (331.10) die Gleichgewichtsbedingung 


2 Bi8ı(pi, 7,2) = 0 (1) 


nn nn an erfüllt sein. Die Trennwand in Abb. 341 läßt hier allerdings 
ge "a möglicherweise verschiedene Drucke p; links und rechts zu. 
ösung sind durch . . ® 
eine semipermeable Im vorliegenden Fall ist 
Wand (gestrichelt) ER en, 
getrennt 8 & 8-0 


(2) 
z=1 z,=1-:z = 2 

8, und $, sind die Molumsatzzahlen der „Reaktion“ von links nach rechts und 
3, die der unbeteiligten gelösten Substanz rechts. Die Gleichgewichtsbedingung 
lautet also einfach g; = g.. Auf beiden Seiten befindet sich die gleiche Substanz 
und daher die gleiche mathematische Funktion g, jedoch für verschiedene 
Konzentrationen. Daher läßt sich diese Bedingung nur mit verschiedenen Drucken 


auf beiden Seiten erfüllen: 
8(r,7,1)=g(p+6p,7T,1-2). (3) 


Wir ersetzen die partiellen molaren Größen durch molare, indem wir (331.5) 
für das ideale Gemisch verwenden 


s(p,7)=g(p+öp,r)+rrin(l 2), (4) 
und entwickeln für kleine öp. Wegen ög = vöp und z<1 wird 
g(p,r)=g(p,r) + vöp-rrz. (5) 
Hieraus folgt der Überdruck 
nz 0 


als Funktion der Konzentration. Z ist die rechts vorhandene Gesamtmenge und V 
das rechts vorhandene Gesamtvolumen. Z, ist die Menge der gelösten Substanz 
und R, daher die formal gebildete Gaskonstante der Fremdsubstanz. Der osmoti- 
sche Druck (6), also der durch die gelöste Substanz erzeugte Zusatzdruck, ist 
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offenbar der gleiche, als würde diese Substanz das rechts vorhandene Volumen V 
wie ein ideales Gas erfüllen und als solches einen entsprechenden Zusatzdruck 8» 
ausüben. Diese Gleichung enthält das van’r-Horrsche Gesetz: Der osmotische 
Druck (Überdruck $p) ist gleich dem Gasdruck der gelösten Substanz. 


342 Gefrierpunktserniedrigung bei Lösungen 


In [323] wurde das Gleichgewicht von zwei Phasen 0 (flüssig) und 1 (fest oder 
gasförmig) einer Substanz betrachtet. Die Gleichgewichtsbedingung (323.3) war 


£ı(2o» To) = Eo(Po; To) (1) 


und lieferte einen Zusammenhang zwischen Druck p, und Temperatur 7,. Dieses 
Gleichgewicht wird gestört, wenn sich in der flüssigen Phase 0 eine nicht flüchtige 
Fremdsubstanz (ohne Index) mit der Konzentration z «1 befindet. Wegen 
(331.10) lautet die neue Gleichgewichtsbedingung 


S(p.7,1)=S(p,7T,1-2), (2) 
wobei sich p und 7 von p, und 7, wegen z< ] nur wenig unterscheiden: 
P=Po+dp T=1,+öT (8) 


und fürz—>0inp = p, und r = r, übergehen. 


Wir behandeln die Flüssigkeit als ideales Gemisch und erhalten mit g, (p, 7, 1) = 
$ı(?, r) für die reine Phase 


8&ı(Po + 89,70 + 87) = Solo + 89,75 + dr) + rrin(l —z) (4) 
anstelle von (2). Mit dg, = v;ö6p — s,;ö7 folgt hieraus durch Entwicklung 
(v - v)öP - (Ss —S)ÖöT= —IT:E. (5) 


Nach (245.10) ist die Entropiedifferenz zwischen den Phasen 
Ah q 


z 2 


ds=s, —-9= Av=vm-Vv, (6) 


so daß (5) die Form 
Ir -Avöp=rez (7) 


erhält, als Ausdruck für die durch z hervorgerufene Druck- oder Temperatur- 
verschiebung. Für z = 0 entsteht natürlich wieder die Dampfdruckformel (255.2). 


Die Anwesenheit der gelösten Fremdsubstanz in der flüssigen Phase verschiebt 
also wegen z #0 das Dampfdruckgleichgewicht um 69 und ör. Eine der beiden 
Größen kann durch die experimentelle Anordnung willkürlich festgelegt werden. 
Halten wir z.B. den Druck konstant, so verschiebt sich nach (7) das Gleich- 
gewicht um 

zr7? 


ö6p=0: orT=+ >0 für 120. | (8) 
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Beim Übergang flüssig > fest ist q < 0 und demzufolge ör < 0. Es entsteht somit 
eine Gefrierpunktserniedrigung. Umgekehrt ist beim Übergang flüssig — gas- 
förmig q> 0 und daher ö7 > 0. Der Siedepunkt wird erhöht. In beiden Fällen 
also wird durch die gelöste Substanz der flüssige Zustand begünstigt. Die gelöste 
Substanz ‚wehrt‘ sich gegen die beim Phasenübergang stattfindende Ent- 
mischung. 


Halten wir dagegen die Temperatur beim Einbringen der Fremdsubstanz 
konstant, so folgt aus (7) 


ör=0: p-- 220 für Avs0. (9) 


Der Gleichgewichtsdruck verschiebt sich zugunsten der Mischphase um öp. Beim 
Übergang flüssig — gasförmig läßt sich die Druckänderung folgendermaßen ab- 
schätzen: 


en - = öhnp. (10) 


Gegen das Molvolumen v, der gasförmigen Phase kann v, (flüssig) vernachlässigt 
werden. Die näherungsweise berechtigte Anwendung der Zustandsgleichung des 
idealen Gases auf den Dampf liefert die einfache Formel 


-:-5np=2 a) 


für den Zusammenhang zwischen Dampfdruckänderung und Konzentration des 
gelösten Stoffes. Der Vergleich mit (226.8) zeigt, daß auch hier |öp| gleich dem 
Partialdruck der als ideales Gas betrachteten gelösten Substanz ist. 


343 Chemische Reaktionen in galvanischen Elementen 


Im allgemeinen wird bei chemischen Reaktionen die gesamte freiwerdende 
Energie bzw. Enthalpie in Wärme überführt. Darin kommt zum Ausdruck, daß 
die chemischen Reaktionen hochgradig irreversibel ablaufen. Eine Ausnahme 
bilden die in galvanischen Elementen stattfindenden chemischen Reaktionen, bei 
denen die freiwerdende Energie unmittelbar in elektrische Energie, die mechani- 
scher Arbeit gleichwertig ist, umgewandelt wird. Wir er Dan 4 
betrachten als Beispiel solcher Reaktionen die chemischen 
Vorgänge im Bleiakkumulator. 


In Abb. 343.1 ist der Ladevorgang im Bleiakkumulator 
schematisch dargestellt. In einer Mischung von H,O und 
H,SO, befinden sich zwei Platten aus PbSO,. An diese 
Platten wird eine elektrische Spannung gelegt. Es finden Abb. 343.1. Aufladung 
die folgenden chemischen Vorgänge statt: Grundsätzlich eines Bleiakkumulators 
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zerfällt ein Teil der Schwefelsäure H,SO, in elektrisch geladene Ionen 
H,S0, —— 2H' +S05°”, (1) 


weil in wäßriger Lösung aus Gründen, die hier nicht weiter interessieren, die 
H-Atome ohne (negativ geladenes) Elektron und die Molekülreste SO, mit zwei zu- 
sätzlichen Elektronen stabiler sind als das neutrale Molekül, bei dem die Elektronen- 
zahl gleich der Kernladungszahl ist. Da die Platten des Akkus elektrisch geladen 
sind, üben sie auf die Ionen eine Anziehungskraft aus. Es findet eine Ionen- 
wanderung der SO,-Ionen zum Pluspol statt, der als Anode bezeichnet wird, 
und eine Wanderung der H*-Ionen zum Minuspol, der Kathode. An der Anode 


2e” geben die SO,-Ionen ihre beiden überschüssigen Elek- 
0 
+ tronen e- entsprechend 
SO," —— S0, + 2e” (2) 


an den Stromkreis ab. Im äußeren Stromkreis fließt ein 
Strom, der die rechte Platte von Abb. 343.1 mit den über- 
schüssigen Elektronen beliefert. An der Anode findet 


Abb. 343.2. im Anschluß an (2) die chemische Reaktion 
Entladung eines Akku- 
mulators (umgekehrte SO, + PbSO, + 2H,0 —— Pb0, + 2H,S0, (3) 


i ! 
EN) statt. Hier verwandelt sich PbSO, in PbO,. 


An der Kathode werden die überschüssigen Elektronen des Stromkreises den 
dort ankommenden H*-Ionen gemäß 


SH’ 49e 4 DH (4) 


zugeführt. Die gebildeten H-Atome reagieren mit der Platte chemisch in der 
Reaktion 

2H + PbSO, —— Pb +H3,SO,. (5) 
An der Kathode wird also reines Blei Pb gebildet. 


Abb. 343.2 stellt den Entladungsvorgang dar. Die beiden Platten werden über 
einen elektrischen Widerstand miteinander verbunden. An der Kathode erzeugen 
jetzt die SO,”-Ionen die Reaktion 


805“ + Ph —ı Pb80, +2 (6) 


mit zwei überschüssigen Elektronen, die an den Stromkreis abgegeben werden. 
An der Anode vereinigen sich diese Elektronen mit den H*-Ionen und bewirken 
die Reaktion 

2H* + H,SO, + PbO, + 2e” —— PbSO, + 2H;0. (7) 


Es findet bei der Entladung also eine Elektronenwanderung durch den äußeren 
Stromkreis statt, die in umgekehrter Richtung läuft wie bei der Ladung. 


Betrachten wir den Gesamtvorgang der Entladung und Ladung ohne Rück- 
sicht auf die chemischen Teilprozesse, so finden also im Bleiakkumulator die 
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Reaktionen Entladung 


Pb + PbO, + 2H,80, 1... 2PbSO, + 2H,0 +8 (8) 


statt. Bei irreversiblem Ablauf dieser Reaktion bedeutet & > 0 die Wärmetönung. 
Im Akku jedoch wird Ö als elektrische Energie an den Stromkreis abgegeben. 


Zur thermodynamischen Behandlung dieser Vorgänge betrachten wir die aus 
(314.8) folgende Beziehung 


d@<Vdp-Sdr+54' (9) 


zwischen den thermodynamischen Größen. Die Zeichen = und < gelten für 
reversible und irreversible Prozeßführung. 6A’ enthält die sonstige (d.h. ohne 
Druck- und Temperaturänderung herbeigeführte) Energiezufuhr. Bei reversibler 
Prozeßführung mit konstantem p und 7 gilt also 


ddr 54. (10) 
Die Energiezufuhr öA’ erhöht dann unmittelbar die Freie Enthalpie. 


Reversibel sind die Vorgänge im Bleiakkumulator dann, wenn die gleiche Arbeit 
bei der Entladung wieder gewonnen wird, die bei der Ladung hineingesteckt 
wurde. Ein einwertiges Ion besitzt die Elementarladung e = 1,602 - 10-19 As. 
Entsprechend ist ze die Ladung des z-wertigen Ions. Beim Ladungsvorgang 
wird ein an der Anode befindliches Elektron e- durch die äußere Spannungs- 
quelle an die Kathode transportiert. Dazu ist die Arbeit eU, mit U, als der an- 
gelegten Spannung erforderlich. Beim Entladungsvorgang durchlaufen die Elek- 
tronen im äußeren Stromkreis die gleiche Potentialdifferenz in umgekehrter 
Richtung. Dabei wird die Arbeit eU,, wieder gewonnen. Beim Umsatz z-wertiger 
Ionen wird also die molare Arbeit 


dAa=zenÜU, (11) 


in den Akku hineingesteckt oder ihm entnommen. Hier ist 


As 
kmol 


en = 96,52 - 10° (12) 


die Ladung von 1 kmol einwertiger Ionen. en wird als Faranavsche Konstante 
bezeichnet. 


Je größer der fließende Strom ist, um so größer muß beim Laden die angelegte 
Spannung U sein bzw. um so kleiner die bei der Entladung gemessene Spannung U. 
In Wirklichkeit gilt also anstelle von (11) 

Ladung 


Be = ” 
Ada’=zenU2ZzenU, für Entladung. 


(13) 


Demnach wird bei der Entladung wegen U < U, eine kleinere Arbeit gewonnen, 
als bei der Ladung wegen U > U, hineingesteckt wurde. Lediglich in der Grenze 
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sehr kleiner Ströme, also bei sehr langsamer Prozeßführung, wird U = U,. Dies 
ist der Fall der reversiblen Prozeßführung. Bei größerem elektrischen Strom, 
d.h. also bei rascherem Ablauf der Reaktion, werden die Vorgänge irreversibel. " 
Die überschüssig hineingesteckte Arbeit sowie die bei der Entladung fehlende 
Arbeit werden im Akku zur Beschleunigung der Ionen in der Flüssigkeit auf- 
gewendet und gehen damit letzten Endes in Form von Wärme verloren. 


Aus der beobachteten elektromotorischen Kraft U, läßt sich über (10) und (11) 
auf die Wärmetönung $ schließen, die man bei irreversibler Prozeßführung der 
gleichen Reaktion (8) erhalten würde. Nach (313.5) gilt allgemein 

96 
für den Zusammenhang zwischen Enthalpie Z und Freier Enthalpie @. Die gleiche 


Beziehung gilt natürlich auch zwischen den Differenzen Ag und Ah der molaren 
Größen 


„[94g 
Ag=Ah+r( un (15) 
Bei der chemischen Umwandlung von 1kmol gilt 
4=-4h zenU,= Ag. (16) 
Hieraus folgt 
2. j 9U, 
zen CE r( ar ig am) 


für den Zusammenhang zwischen Wärmetönung& und elektromotorischer Kraft U,. 
Das letzte Glied von (17) ist bei Zimmertemperatur klein. Daher ist näherungs- 
weise Ah = Ag. 


344 Ionenwechselwirkung in Elektrolyten 


Bei vielen gelösten Substanzen zerfällt ein Teil der Moleküle in elektrisch 
geladene Ionen. Lösungen, die Ionen enthalten, werden als Elektrolyte bezeichnet. 
Als Beispiel erwähnen wir die Lösung von H,SO, im Bleiakkumulator des vorigen 
Abschnitts. Ein anderes Beispiel ist die Lösung von Kochsalz in Wasser, bei der 


die Moleküle nach 
NaCl> Na* + CI7 (1) 


in Ionen zerfallen. Der Ionenanteil wird als Dissoziationsgrad bezeichnet. Wir 
betrachten hier einfachheitshalber nur gelöste Substanzen bei vollständiger 
Dissoziation in einwertige Ionen. 


Die elektrisch geladenen Ionen üben CovLomgBsche Anziehungs- und Ab- 
stoßungskräfte aufeinander aus. Ihre elektrostatische Wechselwirkungsenergie 
muß daher in der Gesamtenergie und allen daraus hervorgehenden Größen 
berücksichtigt werden, siehe [F 23]. Bei regelloser statistischer Verteilung der 
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Ionen ist jedes einzelne Ion im Mittel von gleich vielen positiven und negativen 
anderen Ionen umgeben, deren Beiträge zur Wechselwirkungsenergie sich kom- 
pensieren. Unter dieser Voraussetzung würde also die mittlere elektrostatische 
Gesamtwechselwirkungsenergie E’ der Ionen verschwinden. In Wirklichkeit aber 
geben die Ionen den Anziehungs- und Abstoßungskräften nach. Ionen gleicher 
Ladung weichen einander aus, solche entgegengesetzter Ladung halten sich in 
größerer Nähe auf. Damit begeben sich die Ionen in eine energetisch günstigere 
Situation als bei rein statistischer Verteilung. Diese gegenseitige Beeinflussung 
stellt eine innere Polarisation dar und führt auf E’< 0. 


In [322] wurde bereits provisorisch gezeigt, daß für die Aufenthaltswahrschein- 
lichkeit w eines Teilchens 


€ _eU(t) 3 
ee bei pasrıyar 
negativer 


Ladung (2) 


gilt. Im vorliegenden Fall wird die potentielle Energie &(t) des Teilchens je nach 
Ionenladung durch +eU (tr) bestimmt. Entsprechend gilt für die Ionenzahlen pro 
Volumeneinheit UK) 


N: (r) = Ze kr (3) 


je nach Ionensorte und Potential U (r) an der gerade betrachteten Stelle. N = N/V 
ist die im Mittel vorhandene Ionenzahl beider Sorten pro Volumeneinheit an 
Orten mit U=0. 


Das elektrostatische Potential wird seinerseits durch die Poıssonsche 
Differentialgleiehung von der vorhandenen Ladungsdichte og = e(N* — X) 


selbst bestimmt: 
Alf } e e 


E&o EEg 


[IN*—-N7]. (4) 


Nach Einführung von (3) und Entwicklung der e-Funktion (für große r) folgt 
die einfache Differentialgleichung 
[A - 2]U(t) = 0 a 


ecokr ' 


(5) 


Die hierdurch eingeführte Länge 1/x wird als Desyrradius bezeichnet. 


Wir betrachten das Potential U in unmittelbarer Umgebung eines einzeln 
herausgegriffenen, positiv einwertigen Ions. Das Vorhandensein dieses Ions 
bei r = 0 hat zur Folge, daß sich in. seiner Umgebung positive Ionen (wegen 
der Abstoßung) in geringerer und negative Ionen (wegen der Anziehung) in 
größerer Zahl befinden. In unmittelbarer Nähe von rt = 0 wird das Potential 
durch das Ion selbst bestimmt, ist also von der Form e/4ree,r. In größerem 
Abstand aber macht sich der negative Ladungsüberschuß der Umgebung bemerk- 
bar und kompensiert dieses Potential. Das durch Ion plus Umgebung hervor- 
gerufene Potential muß eine kugelsymmetrische Lösung von (5) sein, die der 


13 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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Randbedingung U—0 für r— oo genügt. Eine solche Lösung, die außerdem 
für r>0O in e/4ree,r übergeht, ist 


U (r) = ——— e"= ——— [1 + (e”*’ 


Pen nz r 


je erFen ED, (6) 
Dieses Potential zerlegen wir in einen Anteil, der durch das betrachtete Ion selbst, 
und einen Anteil U’, der durch die Umgebung hervorgerufen wird. Die elektro- 
statische Wechselwirkung eines positiven Ions mit den Ionen seiner Umgebung 
ist dann eU’(0). Der gleiche Ausdruck gilt aber auch für negative Ionen, da hier 
sowohl e als auch U’ das entgegengesetzte Vorzeichen tragen. Für N Ionen beider 
Sorten erhalten wir als Abschätzung der elektrostatischen Energie unter Be- 
rücksichtigung der gegenseitigen Polarisation 

E=INeVW)=- N - NV. (7) 


2,2724 AreE 4segkrV 


Der Faktor 1/2 berücksichtigt, daß bei dieser Abschätzung jedes Ion einmal als 
„betrachtetes‘‘ und einmal als ‚‚ Umgebung“ auftritt, also doppelt gezählt wird. 


Die zur thermodynamischen Betrachtung gehörigen Größen führen wir durch 
N=Zm V‚=V,=Z% (8) 
ein. Z7 ist die Gesamtmenge der Ionen beider Vorzeichen und Z, die des Lösungs- 


mittels. Dann kann die elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Ionen in 
der Form 


(9) 


azi” i e?n e?n 
———— mit & 


2 zu8 Ste | Ecokvo 


dargestellt werden. 


Die zugehörige Freie Enthalpie @' wird nach (313.4) durch die Differential- 
gleichung 


(10) 


= E+r(S), 


or 


bestimmt. Das dort vorhandene Glied pV fehlt hier, da @’ ja nur einen Zusatz- 
term zu @= @, + @' darstellt und pV bereits in @, enthalten ist. Für @’ wird 


@' = b ZUR mA zu8 (11) 


angesetzt und angenommen, daß das Molvolumen v, des Lösungsmittels weit- 
gehend druck- und temperaturunabhängig ist, wie das bei Flüssigkeiten fast 
immer der Fall ist. Demzufolge werden a und b beim Differenzieren als Konstanten 
angesehen. Beim Einsetzen von (11) in (10) entsteht 

2 


ı_2 
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345 Chemisches Gleichgewicht im Elektrolyten 


Der Einfluß der soeben untersuchten elektrostatischen Wechselwirkung auf 
ein chemisches Gleichgewicht soll untersucht werden. Wir betrachten eine gelöste 
Substanz, die entsprechend 


BcAB> BZ, A'+ BB +%& () 
in Ionen zerfallen kann. Dabei gilt 
Bı=8s=-1 3c=1. (2) 
Für die Freie Enthalpie wird der Ansatz 
G=%+@' mit @'= bZi%rH2 ZU8 (3) 
gemacht. Die Variation von @, liefert wie früher in [325] 
80, = 2382; 8:(p ‚ T, 2) = 352;,[g;(p, 7) + rrinz]]. (4) 
Die Summation läuft über «=A,B, C. Die Variation von @’ ergibt dagegen 
20 0 er - on: (5) 


Die hier auftretenden Koeffizienten 


u ke pzi” 1 2, 
81 = ze 2 50 ar Zar BZ (6) 


sind die in (325.5) eingeführten partiellen molaren Größen. Nach (325.5) muß @” 
als extensive Größe sich in der Form 


G' = Z,87 + 28h (N) 
darstellen lassen, wie durch Einsetzen leicht bestätigt wird. 


Im vorliegenden Fall bleibt das Lösungsmittel an der Reaktion (2) unbeteiligt, 
daher ist &Z, = 0. Zu (4) tritt also nur der erste Term von (5) hinzu, der mit (6) und 
der Relation 62, = — 3,;6£ auf 


86 = —-dL N Ble(p, rn) +rrinz, +0) =0 (8) 
als Gleichgewichtsbedingung für die Dissoziation (1) führt. Wegen 3, = dr = 
= — B6= —1 ist hier e; = e’ für d = A, B und e; = 0 füri =. 

An die Stelle des Massenwirkungsgesetzes (332.3) tritt also hier die Gleichung 


_ ZBıleı(p, rn) +6] 9 
ITP=-Kopnz)=e 7 Knorr. ” 


Die charakteristische Funktion K unterscheidet sich von der früheren und hier 


mit X, bezeichneten um einen Faktor e"*. Aus (7) und (9) folgt 


I 
;&; 2e 2a zZ . zZ 
x Ze _ elle, it ı17=- 
tr r? rr T Zo 


(10) 


13* 
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als der Ionenkonzentration. Es ist also hier nicht möglich, die Gleichgewichts- 
bedingung durch einen nur von den z,; und einen nur von p und r abhängigen 
Ausdruck darzustellen. Bei geringen Konzentrationen wird 


z7<l X<l, (12) 


und (8) geht in das frühere Massenwirkungsgesetz über. Wesentliche Abweichungen 
entstehen erst für X ®= 1. 


346 Gefrierpunktserniedrigung von Elektrolyten 


Die Gleichgewichtsbedingung für den Dampfdruck einer Lösung wurde durch 
(342.2) dargestellt. Sie entstand aus der Variation der Gesamtenthalpie @ nach 
der Menge Z, des Lösungsmittels. Hier muß wieder über @ = @, + @’ von 
(345.3) variiert werden, insbesondere tritt bei öZ, noch der zweite Term von 
(345.5) auf: 

80-54 +BHl+'.- (1) 


Die ursprüngliche Gleiehgewichtsbedingung (342.2) wird hier durch 
8,(P,7,1)=8(9,7,1- 2)+ & (2) 


ersetzt. Vergleichsweise mit (342.4 und 5) hat das zur Folge, daß bei diesen und 


den weiteren Gleichungen 
—- 1172 >—TT2 +8 (3) 


ersetzt werden muß. An die Stelle von (342.7) tritt dann 
qör/r — AvYöp=ır: -—- & (4) 
für die Verschiebung von ör7 und öp von Temperatur und Druck. 
Einfachheitshalber setzen wir voraus, daß die gelöste Substanz vollständig 
dissoziiert sei. Dann ist z = z; = Z7/Z,. Aus (345.5 und 6) ist 
g) = - zre'/3 = — azfR/3r\? > 0 (5) 


zu entnehmen. Bei gleichem Umwandlungsdruck öp = 0 entsteht für die Tem- 
peraturverschiebung 


„_ITz, %])_ le| 
r- 1-&-]=5n[1- 37]: 


(6) 


Die Gefrierpunktserniedrigung ist also hier geringer als früher. Das läßt sich als 
eine verringerte Bevorzugung der flüssigen Phase des Lösungsmittels verstehen. 
Verringert sich nämlich das Lösungsmittel, so nimmt bei gleicher Ionenzahl 
deren Dichte X zu, und der hierbei erzielte Energiegewinn (344.7) vergrößert sich. 
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Übungsaufgaben 


34.1. Das System Wasser-Wasserdampf bei p = konst. enthält in der Gasphase eine geringe 
Beimischung von Luft (Konzentration z, ideales Gemisch). Um wieviel verschiebt sich die 
Siedetemperatur des Wassers? (7): Siedetemperatur bei z = 0, q,,: Verdampfungswärme 
des Wassers.) 


34.2. Wie groß ist der osmotische Druck in einer verdünnten Salzlösung? (vollständiger 
Zerfall in 2 gleichwertige Ionen.) 


35 Theorie der Lösungen 


Zusammenfassung: Homogene Mischungen verschiedener Substanzen werden als 
Lösungen bezeichnet. Extensive Zustandsgrößen solcher Lösungen sind lineare, homogene 
Funktionen der Substanzmengen Z,. Die partiellen molaren Größen sind als a, = 94/9Z, 
definiert. Sie hängen voneinander ab und sind Funktionen der Mengenverhältnisse. Bei 
idealen Lösungen, zu denen auch Mischungen idealer Gase und unendlich verdünnte Lösungen 
zu zählen sind, werden die a, bis auf evtl. Beiträge der Mischentropien von den Konzentra- 
tionen unabhängig. Die Beziehungen zwischen den a, ermöglichen bei der binären Lösung 
(nur zwei Komponenten) ein einfaches Verfahren, um a, und a, aus A zu konstruieren. 


351 Partielle molare Größen a, 


Gemische verschiedener Substanzen wurden bereits in den voraufgehenden 
Kapiteln betrachtet, im allgemeinen jedoch unter vereinfachenden Voraus- 
setzungen. Als Lösung definieren wir nunmehr ein beliebiges homogenes Gemisch 
mehrerer Substanzen. In diesem Sinne kann es sowohl flüssige als auch gas- 
förmige und feste „Lösungen“ geben. Die wichtigste Rolle spielen nztürlich 
flüssige Lösungen. Ein Gemisch zweier Substanzen wird als binäre Lösung be- 
zeichnet. Die in einer Lösung überwiegend vorhandene Substanz heißt im all- 
gemeinen Lösungsmittel, die übrigen heißen gelöste Substanzen. Gelegentlich 
ist diese Unterscheidung willkürlich. Oft ist nicht einmal. eindeutig, welche 
chemischen Gebilde als „Substanzen“ anzusprechen sind. Ein Gemisch von H,O 
und H,SO, ließe sich auch beschreiben als aus H,O und SO, zusammengesetzt. 


Charakteristische Größen der Lösung sind die in ihr enthaltenen Mengen Z,, 
Zy,... der einzelnen Substanzen. Als Molkonzentrationen werden die Größen 
2; = Z,/Z mit Z als Gesamtmenge eingeführt. Sie sind zusammen mit p und r 
die intensiven, das System charakterisierenden Größen. Als extensive Größen 
treten M, V, E, 8, F,@, .... auf. Das Verhältnis zweier extensiver Größen ist 
wieder eine intensive Größe. 


Jede extensive Größe der Lösung wird entsprechend 


A= A(p,r,Z,) (1) 
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durch die Molzahlen Z, der beteiligten Komponenten mitbestimmt. Bei einer 
Systemvergrößerung Z,— xZ, geht, wie bereits in [325] erwähnt wurde, die 
extensive Größe (1) in 

&A(p,r,Z,) =A(p, T,&2,) (2) 


über. Mathematisch betrachtet ist sie eine homogene Funktion ersten Grades 
der Mengen Z,. Durch Differentiation nach x und mit x = 1 folgt hieraus 


u 
A(p; 7,Z,;) =) Z; 3Z 2 2%: (3) 
ı 2 ı 


die für solche homogenen Funktionen gültige EuLersche Formel. Die Koeffi- 
zienten werden mit a; bezeichnet und heißen partielle molare Größen der Substanz. 
Sie hängen nicht mehr von den Z, selbst, sondern entsprechend 
94 
;=3z all: 22:2) ale) (4) 
nur noch von den Verhältnissen zwischen ihnen bzw. von den Molkonzentra- 
tionen z,. ab. 


Bei idealen Gemischen hängen die a, gar nicht oder nur in sehr einfacher Weise 
(Mischentropie!) von den z; ab. Die Voraussetzungen hierfür sind in folgenden 
Fällen erfüllt: 

1. Die einzelnen Substanzen i sind getrennt, also entmischt (trivial). 

2. Mischungen idealer Gase: Die Teilchen durchdringen sich ohne Eigenvolumen 
und gegenseitige Wechselwirkung. Die a; besitzen daher den gleichen Wert wie 
im entmischten Zustand, mit Ausnahme solcher Größen, in denen die Entropie 
vorkommt. Hier ist die von [325] her bekannte Mischentropie zu berücksichtigen: 


As; =-—rlnz,. (5) 


3. Die ‚ideale‘ oder ‚vollkommene‘ Lösung: Darunter wird eine Lösung 
von Substanzen mit nahezu gleichen Eigenschaften (gegenseitige Wechselwirkung. 
Molekülvolumen) verstanden. Auch hier besitzt die Lösung wie beim idealen 
Gas die gleichen physikalischen Eigenschaften wie die nebeneinanderliegenden. 
entmischten Phasen (bis auf die Mischentropie). 

4. Die „unendlich verdünnte‘“ Lösung: Neben dem Lösungsmittel mit z, ® 1 
sind sonstige Bestandteile nur in sehr geringer Konzentration =; < 1 vorhanden. 
Wir können daher (1) nach den Z; entwickeln 

A=4(p.7.2,. 2) = Apr, 2,0422: (S7), „2+ (6) 

i/P-. 7.2 


und die Entwicklung entsprechend 
A= Zoo (P. 7.20) > 2,3; (P. 7, 20) (7) 


“ mit z,® 1 nach dem ersten Glied abbrechen. Die hierbei entstehenden Koeffi- 
zienten a; hängen nicht mehr von den z;, sondern nur noch vom Lösungsmittel z, 
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ab. Die Vernachlässigung der höheren Glieder von (6) bedeutet physikalisch die 
Vernachlässigung der gegenseitigen Wechselwirkungen der Substanzen. Jede der 
gelösten Substanzen steht mit dem Lösungsmittel in Wechselwirkung, nicht aber 
mit den übrigen Substanzen, da sich die Moleküle wegen ihrer geringen Konzen- 
tration in der Lösung kaum begegnen. Die gelösten Substanzen bilden daher ein 
ideales Gemisch (unter Ausschluß des Lösungsmittels). 


352 Zusammenhang zwischen den a, 


Bei einer Veränderung der Substanzmengen Z, erhalten wir für die zugehörige 
Änderung 6A irgendeiner extensiven Größe verschiedene Ausdrücke. Aus der 
Variation von A folgt mit (351.3) 


A- - 18447, = 8848, a) 


aus der Variation von (351.3) dagegen 


6A = NdZ,a, +) Z,82.. (2) 
Es muß daher für alle Variationen der Mengen 
32,53; =0 (3) 
erfüllt werden. Variieren wir nur eine der Molzahlen, z.B. Z,, so folgt 
2:45 = 3,2, 3% 52,0 (4) 
und somit 
237, = (5) 


Aus der Definition (1) der a; folgt 
9a, ®A da, 


02, 92,02, 92, (6) 
(5) geht mit dieser Relation in 
Be = 


über. Die Beziehungen (3) bis (7) zwischen den partiellen molaren Größen er- 
scheinen zunächst schwer verständlich. 


Sie werden am Beispiel einer binären Lösung 
A=- 2, +2, (8) 
genauer untersucht. Wir betrachten z.B. (7) für k = 1: 


GEN 9a, 


Z, 37, +43," (9) 
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Diese Beziehung ist im Grunde genommen eine Trivialität, wenn wir beachten, 
daß a, entsprechend 
a, (Z1, Z,) = (a) & = Zu/2, (10) 


nur vom Verhältnis x der Molzahlen Z, und Z, abhängt. Die Differentiation 
von (10) nach Z, liefert 


ad a [z, da, Z, 
u) a) u 


und damit genau die aus (5) hervorgegangene Beziehung (7). 


353 Volumen einer binären Lösung 


Als Beispiel für die Betrachtung partieller molarer Größen untersuchen wir 
das Molvolumen 
‚7, Sur (1) 
einer binären Lösung. Diese Größe kann, abgesehen von v, und v,, nur von z, 
und z, abhängen bzw. wegen z, + 2, = 1 nur von einer der beiden. Wir denken 
uns v(z,) gemessen und in Abb.353.1 dargestellt. Nunmehr wird behauptet, 
daß die zu jeder Konzentration gehörigen Werte v, und v, durch die Konstruktion 
der Abbildung erhalten werden: Man bilde im betrachteten Punkt der Kurve 
die Tangente und verlängere sie nach rechts und links. Die Schnittpunkte mit 
den beiden Vertikalen z, = 0 und z, = 1 liefern v, und v,. 


Diese Behauptung ist in den Fällen =, = 0 und 1 trivial. Sie ist auch für andere 
Werte von z, richtig, wenn sich beweisen läßt, daß zwischen dem eingetragenen 
Winkel @ und den übrigen Größen die Beziehungen 


dv v-YV vv j 
= — 2 
dz, Er 29 (2) 


gelten. Das erste Gleichheitszeichen definiert tan lediglich als Ableitung der 
Kurve. Die beiden anderen Gleichheitszeichen geben v, und v, die Bedeutung 
der beiden Strecken von Abb. 353.1. 


Abb. 353.1. Verfahren zur Bestimmung der Partial- 
volumina v,(2,), V,(2}). Legt man an die Kurve v(z,) bei 
der untersuchten Konzentration z, die Tangente, so liefert 
deren Schnitt mit den Achsen z,=1 bzw. z,=0 die 
gesuchten Partialvolumina 


Das letzte Gleichheitszeichen von (2) entspricht bei Auflösung nach v mit 
2) +2, =1 der Gleichung (l). Es bleibt daher nur noch die Behauptung des 
mittleren Gleichheitszeichens von (2) zu beweisen. Wir bilden zu diesem Zweck 
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zunächst Y 
iz) 
. av Zı _ a[V/(Zı + Z3)] Zı : Zı +2, (3) 
da Z, +2, dI[Zı/(Zı + Z)] Z, +2 d ( 2, 


und erhalten dann weiter 


ee 
PIE: SEE Z+2 ds, (Z+Z) _ dr. 12 (4) 
dan Zu OOo. TI "NRZ ° 
(Zı + 22)? 
Hieraus folgt mit v, = 9V/9Z, unmittelbar 
dv v-YV s 
- 2 (5) 


da az 
also die Behauptung des mittleren Gleichheitszeichens. Damit ist das Kon- 
struktionsverfahren von Abb 353.1 zur Bestimmung von v, und v, bestätigt. 


In den Abb. 353.2 und 353.3 sind zwei Beispiele angegeben. Die Kurven v, 
und v, hängen wegen des Verfahrens von Abb. 353.1 bzw. wegen der aus (352.3 
und 5) folgenden Beziehung 

v1 Ov, _ 
a ae (6) 
eng miteinander zusammen. In der Mitte beiz, = z, = 1/2 müssen die Differential- 
quotienten wegen (6) entgegengesetzt gleich sein. 


w-vlem’/Hol] 


05 


Abb. 353.2. Änderung der Partialvolumina 
der Mischung Äthylacetat— Äthyljodid in Ab- 
hängigkeit von der Acetatkonzentration z,. 
Das spezifische Gesamtvolumen v der 
Mischung ist größer als das der ungemischten 
Komponenten zusammen 


Übungsaufgaben 
35.1. 


Abb. 353.3. Änderung der Partialvolumina 

der Mischung Alkohol— Wasser in Abhängig- 

keit von der Alkoholkonzentration z,. Wegen 

v‚<v ist hier das Volumen des Gemischs 

kleiner als das der ungemischten Kom- 
ponenten 


Wie hängt das partielle Molvolumen des Eisens v, in einer Eisen-Nickel-Legierung 


von der Nickelkonzentration z, ab? (Massendichte der Legierung: u (2,) = a + b2, + c23: 


a,b, c > 0, const.) 


. Die spezifische Wärmekapazität einer Lösung von Salzsäure in Wasser ist c,(2,) = (1 — 


32, + 923) kcal/kg grd (2, = HCl-Konzentration). Wie groß sind die partiellen molaren 
Wärmekapazitäten für Wasser und Salzsäure bei z, = 0,01 bzw. 0,1? 
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4 Statistische Mechanik 


41  Wahrscheinlichkeit und Statistik 


Zusammenfassung: Thermodynamische Systeme lassen sich als atomare mechanische 
Systeme interpretieren. Mangelnde Kenntnis der Anfangsbedingungen und Unmöglichkeit 
der Integration der Bewegungsgleichungen zwingen zur Einführung statistischer Methoden. 
An die Stelle des einzelnen Systems zu verschiedenen Zeiten tritt eine Schar gleichartiger 
Systeme in verschiedenen Zuständen zur gleichen Zeit, die mechanische Gesamtheit. Die 
statistische Mechanik erlaubt die Berechnung von Mittelwerten und mittleren Schwankungen 
physikalischer Größen über eine Gesamtheit. — Die Wahrscheinlichkeit für eine Punktzahl n 
im Teilvolumen v=aV ist w, = N! arbY=r/n! (N —n)!. Die mittlere Teilchenzahl ist 
% = Na = Nv/V. Die relative Schwankung An/R = (R)-"» sinkt mit zunehmender Teilchen- 
zahl. — Beim Rechnen mit sehr großen Zahlen treten verschiedene Besonderheiten auf. 
Z! kann durch (Z/e)? ersetzt werden. Das Volumen einer vieldimensionalen Kugel befindet 
sich im wesentlichen unterhalb der Oberfläche in einer dünnen Schicht. Die oben erwähnte 
Wahrscheinlichkeit w, geht für große N in eine Gausssche Glockenkurve um n = % über. 


411 Zielsetzung der statistischen Mechanik 


Hauptziel der statistischen Mechanik ist die mechanische Erklärung der Thermo- 
dynamik. Hierzu gehört die Ableitung der drei Hauptsätze und die Berechnung 
thermodynamischer Funktionen für spezielle thermodynamische Systeme. Dar- 
über hinaus ermöglicht die statistische Mechanik Aussagen über Schwankungs- 
erscheinungen, die von der Thermodynamik nicht erfaßt werden. 


Möglich wird eine solche mechanische Deutung der Thermodynamik durch die 
Tatsache, daß jede Substanz aus Atomen und Molekülen besteht, die den 
mechanischen Grundgleichungen genügen. Jedes Teilchen bewegt sich danach 
auf einer Bahn r,„(t), die durch die üblichen mechanischen Voraussetzungen 


Mut, = NY . Im (0) » In (0) (1) 


prinzipiell festgelegt ist. Im allgemeinen ist es zwar noch möglich, die Grund- 
gleichungen anzugeben, aber völlig ausgeschlossen, sie mathematisch zu lösen. 
Außerdem sind die Anfangsbedingungen des Problems, die Orte und Geschwindig- 
keiten aller Teilchen zur Zeit £ = 0, unbekannt und durch Messungen unmöglich 
zu ermitteln. Die mangelnde Kenntnis der Anfangsbedingungen muß daher durch 
entsprechende statistische Annahmen ersetzt werden. So entsteht eine auf die 
Mechanik und die Wahrscheinlichkeitsrechnung aufgebautc Theorie, die stati- 
stische Mechanik. Sie ist der Betrachtung des gesamten Teilchenkollektivs besser 
angepaßt und führt durch die besondere Art ihrer Betrachtungsweise und ihrer 
Fragestellungen zur Aufstellung und Untersuchung rein statistischer Größen 
(Entropic!). Die statistische Mechanik liefert so eine Begründung der phänomeno- 
logischen Thermodynamik [2]. 
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Fragt man nun, welche physikalischen Größen in der Thermodynamik tatsäch- 
lich gemessen werden, so stellt sich folgendes heraus: Erstens handelt es sich im 
allgemeinen nur um solche Größen, die von den speziellen Anfangsbedingungen 
des Systems im Sinne von (1) weitgehend unabhängig sind. Welche Größen 
hierzu im besonderen gehören, muß die Theorie selbst entscheiden. Zweitens 
werden auch diese Größen nicht direkt gemessen. Vielmehr sind alle physikalischen 
Apparate so beschaffen, daß sie infolge ihrer Trägheit eine bestimmte Meßzeit T 
benötigen. Beobachtet werden daher nur die Zeitmittel 


t 


ie far Aw) (2) 


t-7 


einer physikalischen Größe A. (Gemeint sind Größen rein physikalischen, also 
etwa mechanischen Ursprungs, keineswegs aber rein statistische Größen, wie die 
später eingeführte Entropie.) Drittens sind die meisten thermodynamisch 
interessanten Größen so beschaffen, daß nur kleine Schwankungen um bestimmte 
Mittelwerte auftreten, so daß es durchaus sinnvoll ist, Theorien aufzustellen, 
die lediglich die Bestimmung der Mittelwerte allein zum Ziel haben. 


Als Beispiel einer meßbaren physikalischen Größe wird in Abb. 411.1 der Druck 
ri)=R (3) 


eines idealen Gases gegen den oberen Deckel betrachtet. Er entsteht durch 
Impulsübertragung beim Stoß einzelner Moleküle und unterliegt zeitlichen 
Schwankungen, die um so deutlicher beobachtet werden, je kurzzeitiger p(f) ge- 
messen wird. In Abb. 411.2 ist irgendein zufälliger Verlauf für p(t) eingetragen. 
Der Mittelwert dieser Kurve wurde bereits in [141] zu 


= Nkr= = (4) 


pt) 


a) 


d) 


— c) 


Abb. 411.1. Abb. 411.2. 
Gedankenexperiment zur Messung der Druck- Meßkurven p(t) zum Gedankenexperiment in 
schwankungen (3). Die Trägheit der Appa- Abb.411.1 für verschiedene Mittelungszeiten 
ratur bestimmt die Zeitkonstante 7 in (3) Te 
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bestimmt. Er hängt nicht von den speziellen Anfangsbedingungen (1) des Gases 
ab und ist einer theoretischen Behandlung daher eher zugänglich. Darüber 
hinaus erlaubt die statistische Behandlung aber auch Aussagen darüber, wie 
groß die bei Messungen zu erwartenden Schwankungen Ap sind. 


Die Methode der statistischen Mechanik beruht zunächst in einer Vereinfachung 
der Fragestellung: Anstelle des genauen Zeitablaufs A (t) physikalischer Größen 
werden lediglich deren Mittelwerte Ä und mittlere Schwankungen AA bestimmt. 
Zur Berechnung‘ dieser Größen wird statt des einen Systems und seines Zeit- 
ablaufs eine ganze Schar gleichartiger physikalischer Systeme zu einem einzigen 
Zeitpunkt £ = 0 betrachtet. Sie wird als mechanische Gesamtheit bezeichnet. 
Die einzelnen Systeme der Schar besitzen Anfangsbedingungen, die unserer je- 
weiligen Kenntnis bzw. Unkenntnis entsprechend gewählt werden. Anstelle der 
vom Experiment gelieferten Zeitmittel AT werden die Mittelwerte Ä über die Schar 
berechnet. Eine vollständige Übereinstimmung A = AT kann nur herrschen, wenn 
die verschiedenen Anfangsbedingungen aller Systeme der Schar wirklich so gewählt 
waren, wie sie von dem einen vorhandenen System im Zeitablauf nacheinander 
gleichmäßig durchlaufen werden. Im allgemeinen ist es möglich, verhältnismäßig 
einfache Verteilungen für die Anfangsbedingungen der Schar zu finden, die dieser 
Forderung näherungsweise gerecht werden. Mit der Berechnung der Scharmittel Ä 
und der zugehörigen Schwankungen AA für alle physikalisch interessierenden 
Größen A ist die Aufgabe der statistischen Mechanik erfüllt. 


Diese Überlegungen zeigen sowohl den Weg als auch die erforderlichen Voraus- 
setzungen zum Aufbau einer statistischen Mechanik und liefern damit gleich- 
zeitig das Programm des vorliegenden Teils: Zunächst werden in [41] die für den 
Aufbau der Theorie erforderlichen Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Statistik zusammengestellt. In [42] wird für die Beschreibung mechanischer 
Systeme eine geometrische Darstellung gegeben, die die Anwendung statistischer 
Betrachtungen außerordentlich erleichtert. Die Diskussion verschiedener Ver- 
teilungen der Anfangsbedingungen in [43] läßt die Entstehung und die besonderen 
Eigenschaften thermodynamischer Gleichgewichtszustände erkennen. Diese in 
der Statistik als stationär bezeichneten Zustände werden in [44] untersucht und 
erlauben eine vollständige Ableitung der Thermodynamik und ihrer Hauptsätze. 
In [45], [46] und [47] wird die Theorie auf weitere Probleme angewandt. 


412 Statistische Mittelwerte 


Wir nehmen an, daß bei M-facher Messung einer physikalischen Größe 4 
die Werte A,, A,, As, . . . gemessen werden. Dann ist 


7 1 
A=-Art+Ay+: 4A) () 
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der arithmetische Mittelwert. Er entspricht in der graphischen Darstellung der 
einzelnen Meßwerte von Abb. 412 einer Geraden, die so durch die dortige Treppen- 
kurve hindurchgelegt wird, daß die schraffierten Flächenabschnitte oberhalb und 
unterhalb der Geraden sich gegenseitig kompensieren. 


Daneben ist das geometrische Mittel einer Größe durch 
a M———— 
A®= YA,4,... Ay (2) 
gegeben. Der Übergang zur logarithmischen Darstellung läßt die Gültigkeit. von 
InA’ = In(A,4,... An) = (nA +InA,+.-- +InAy)=mA 0) 


erkennen. Anschaulich gilt für das geometrische 
Mittel das gleiche wie in Abb. 412, wenn man dort 
als Ordinate nicht A,, sondern In A, aufträgt. Sind 
die Abweichungen der A, vom Mittelwert nur 
gering, so unterscheiden sich auch A und A® nur Abb. 412. 


wenig voneinander. Anschauliche Bedeutung des 
arithmetischen Mittelwertes (1) 


Die Gleichungen (1) bis (3) für die verschiedenen 
Meßergebnisse A, lassen sich auch anders inter- 
pretieren: Wir betrachten eine Schar von insgesamt M physikalisch gleichen 
Systemen, die sich in verschiedenen Zuständen, den Anfangszuständen von 
(411.1), befinden und in denen A die verschiedenen Zahlenwerte A, besitzt. 
Dann ist (1) der Scharmittelwert der physikalischen Größe, genommen über 
die Gesamtheit der M betrachteten gleichartigen Systeme. Auch der Zeit- 
mittelwert (411.2) kann als Mittelwert im Sinne von (1) und Abb. 412 angesehen 
werden. Wir denken uns hierzu Abb. 411.2 durch eine Treppenstufenkurve mit 
gleich breiten Abschnitten ersetzt, die einzelnen Stufenhöhen 9, entsprechen den 
4,in (l). 

Die einzelnen A, in (1) können verschieden, aber auch gleich groß sein. Wird 
jeder dieser Zahlenwerte A, insgesamt M,-mal gemessen, so kann (1) auch durch 


M, 
A=ZA,y 


beschrieben werden. M als die Zahl der in der Schar enthaltenen Systeme ist 
hier wahrscheinlichkeitstheoretisch gleich der Zahl der „möglichen“ Fälle, 
irgendeinen Wert für A zu messen. M, dagegen ist die Zahl der „günstigen“ 
Fälle, speziell den Wert A, zu messen. Das Verhältnis beider ist nach (144.1) 
die Wahrscheinlichkeit w, dafür, daß bei irgendeiner Messung der Wert A, ge- 
funden wird. Mit w, = M,/M gilt 


A=-SA,w, Sw=1. (5) 
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In der zweiten Gleichung steht links die Wahrscheinlichkeit dafür, bei einer 
Messung irgendeinen der Werte 4, mit» =1,2,... zu finden. Sie ist 1, weil 
hierüber Gewißheit herrscht. 


Bilden die Meßwerte A, ein Kontinuum, wie das zum Beispiel bei Ortsmessun- 
gen x längs einer Geraden der Fall ist, so geht (5) in 


ö=[zdw=[2W(a)de [Wwde=1 (6) 


über. Hier ist 
dM 


dw=W(a)de= (7) 
die Wahrscheinlichkeit dafür, bei einer Messung den speziellen Wert x im Inter- 
vall d& zu finden. Sie ist proportional zum betrachteten Intervall dx. W (x) be- 
deutet die zugehörige Wahrscheinlichkeitsdichte. dM ist die Zahl gleichwertiger 
Systeme von insgesamt M Systemen, bei denen sich x im betrachteten Inter- 
vall dx befindet. 


Die durch (5) und (6) allgemein definierten Mittelwerte, zu denen natürlich 
auch (1) und (411.2) gehören, besitzen folgende wichtige Eigenschaften: 


A+B=ÄA+B A(B+C)=4AB+AC 


ae (8) 
AB+AB A=A, 


wie man durch Einsetzen in (5) oder (6) leicht bestätigt. 


413 Mittlere quadratische Schwankung 


Gelingt es auf irgendeine Weise, die Wahrscheinlichkeiten w, einer Gesamtheit 
anzugeben, so lassen sich die zugehörigen Mittelwerte A physikalischer Größen 
durch (412.5) berechnen. Mit dieser Größe ist zwar das arithmetische Mittel 
der zu erwartenden Meßwerte A, gegeben, aber nichts darüber ausgesagt, ob die 
tatsächlichen Meßwerte A, vom Mittelwert A mehr oder weniger stark abweichen. 
Es geht jetzt darum, eine für die zu erwartenden Abweichungen charakteristische 
Größe einzuführen. A, — A ist die bei der Messung » auftretende Abweichung 
vom Mittelwert. Man könnte zunächst daran denken, als mittlere Abweichung 
den Mittelwert dieser Größe zu definieren. Mit (412.8) aber ist 


A-A=-A-A=A-A=0. (1) 


Die positiven und negativen Abweichungen kompensieren sich; denn so ist der 
Mittelwert A ja gerade definiert. Zweckmäßiger erscheint es, die Quadrate der 
Abweichungen (A, — A)?, die ja alle positiv definit sind, zu mitteln. In diesem 
Sinne wird 

Adr=(A-AP=0 (2) 
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als das mittlere Schwankungsquadrat einer physikalischen Größe A definiert. AA 
verschwindet nur, wenn alle Meßwerte A, mit Ä übereinstimmen. AA besitzt 
die gleiche Dimension wie Ä und kann als Maß für die im Mittel zu erwartende 
Abweichung betrachtet werden. Beobachtet man zum Beispiel nur Meßwerte A,, 
die sich um +x von Ä unterscheiden, so wird in diesem Falle genau AA =«x. 


Die Auswertung von (2) mit (412.8) führt zunächst auf 
(44%= (A- ÄA%=4°—-24A+ 2 
=4?-244+#=-4°-24141--2 


(3) 


und liefert 
(A4%-2#-#>0 (4) 


für das mittlere Schwankungsquadrat. Die Größen A? und A? in (4) sind sorg- 
fältig zu unterscheiden. (4) läßt erkennen, daß 42 > A? ist. 
Als Beispiel für die mittlere quadratische Schwankung wird entsprechend 
&=[adw dw = (erf*dzx (5) 


der Ortsmittelwert über eine Gaussfunktion betrachtet. Die Konstante C dient 
zur Erfüllung der Normierungsbedingung 


+00 
WeryYylo) faw=1 Efdsefr=1.. 
7 =D 
Nach Elimination von C erhalten wir 
f dxxe-ß* 
je: ——=( 7 
x ° F dxerP Mm 


Abb. 413. Gausskurve als Beispiel einer für den Mittelwert Fa ir are nEN, ker 
Wahrscheinlichkeitsverteilung W («) sich im Integral die Beiträge für positive 
und negative x-Werte kompensieren. 


Im Gegensatz dazu ist x? positiv definit. Die Berechnung ergibt 


4_ fax ze h= u in a -Bx® =- pin I ee Inß= I 
ar zn | dreree' — 7% |- PT] 2B° 
2 (8) 


Nunmehr bilden wir die mittlere quadratische Schwankung: 


Ax=)@ = 5% - 2 —ä& 2 Va? 4: (9) 


Wir betrachten die Kurve von Abb. 413 an der Stelle x = Ax. Hier ist die Kurve 
vom Wert 1 auf 


1 


En 
Pe 220,6 (10) 


e-PB(4 2 — e 


gesunken. Ax ist hier also ein ungefähres Maß für die Breite des Maximums. 
der Kurve bei x = 0. 
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414 Wahrscheinlichkeit einer Punktverteilung 


Für spätere Anwendungen betrachten wir folgende Situation von Abb. 414.1: 
Von einem Volumen F ist ein Teilvolumen » abgeteilt. Die Größen 
® V-v 


V v vr 


=1-a (l) 


stellen die Verhältnisse der Teilvolumina zum Gesamt- 

volumen dar. Nacheinander werfen wir bestimmte Teil- 

Abb. Ald.l. chen (punktförmig, also ohne nennenswerte Ausdehnung) 

Zur Berechnung der wahllos in das Gesamtvolumen V hinein und fragen nach 
Wahrscheinlichkeit den Wahrscheinlichkeiten für bestimmte Verteilungen der 


einer Punktverteilung Teilchen auf die Teilvolumina. 
auf zwei Teilvolumina 


v V-v 


Die verschiedenen zu betrachtenden Fälle sind in 
Abb. 414.2 angegeben. Wir denken uns die Teilchen 


numeriert und werfen das erste in das Volumen V. Die 
Et] Wahrscheinliehkeit dafür, daß es sich in » befindet, ist 
2 w= v/V =a. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das 
zweite geworfene Teilchen sich im anderen Teilvolumen 


befindet, ist entsprechend w = b. Die beiden Fälle sind 
statistisch voneinander unabhängig. (Hätten die Teilchen 
zum Beispiel eine endliche Größe, so daß für nach- 
folgende Teilchen weniger Platz wäre, bestünde stati- 
stische Abhängigkeit.) Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 


Abb. 414.2. ! h 
Verschiedene der Reali. das erste Teilchen in v, das zweite Teilchen aber in P — v 


sierungmöglichkeiten ist, ist daher die Produktwahrscheinlichkeit w = ab. Die 
einer bestimmtenPunkt- Wahrscheinlichkeit dafür, daß zwei nacheinander ge- 


verteilung worfene Teilchen in v landen, ist dementsprechend w = a?. 


Nunmehr denken wir uns nacheinander N Teilchen in 
das Volumen V geworfen. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Teilchen mit 
den Nummern 1,2... nin v landen, die übrigen mit den Nummern n+1,...N 
aber im Restvolumen, ist w = a" bN =", 


Diese Wahrscheinlichkeit ist sorgfältig zu unterscheiden von der Wahrschein- 
lichkeit w, für den letzten Fall von Abb. 414.2, daß von den N Teilchen unabhängig 
von ihrer Numerierung gerade n nach links und N — n nach rechts gelangt sind. 
w, enthält neben der oben erwähnten Möglichkeit z. B. auch den Fall, in dem die 
beiden Teilchen mit den Nummern n und n + 1 ausgetauscht sind. Um w, zu 
ergeben, muß a”bN =" also noch mit einer Zahl T multipliziert werden, die die Zahl 
der möglichen Permutationen P,, angibt, bei denen numerierte Teilchen zwischen 
dem linken und rechten Teilvolumen ausgetauscht werden. Die Gesamtzahl aller 
nur denkbaren Permutationen P von N numerierten Teilchen ist bekanntlich N!. 
Ferner gibt es n! Permutationen P}, bei denen nur die links befindlichen Teilchen 
ihre Plätze wechseln und (N — n)! Permutationen P, für die rechts befindlichen 
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Teilchen. Eine allgemeinste Permutation P kann man sich zusammengesetzt denken 
aus je einer beliebigen Permutation P,, P, und P,, (symbolisch: P= P,P,Pı,)- 
Für die Gesamtzahl aller P gilt daher 

N'=n!(N-n!T, (2) 


eine Beziehung, aus der die gesuchte Zahl I’ sofort zu entnehmen ist. Daher ist 


die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich beim Hineinwerfen von N Teilchen ohne 
Rücksicht auf deren Numerierung n links und N — n rechts befinden. 


Die für I’ in (3) auftretenden Faktoren sind die sogenannten binomischen 
Koeffizienten. Sie werden am einfachsten durch das PascAusche Zahlendreieck 


N=0; (f)= 1 

N=]; 1 1 
2 1 2 1 
3 1 3 3 1 
4 1 4 6 4 1 


bestimmt. Ihre Verteilung nähert sich mit zunehmendem N einer Gausskurve, 
wie aus Abb. 414.3 zu ersehen ist und wie in [417] für den Fall großer N noch 
gezeigt wird. 


Die Gesamtwahrscheinlichkeit, irgendeine Verteilung vorzufinden, entsteht 
durch Aufsummation der w, 


N N N 
Zw („er t-tatd 1. 


n=0 


N=3 


Im vorletzten Gleichheitszeichen wurde be- 


ES rücksichtigt, daß die Binomialkoeffizienten 
/ \ gerade beim Ausmultiplizieren von (a + 5b)” 
entstehen. Im letzten Gleichheitszeichen ist (1) 

beachtet worden. 
N=n ö 5 Die mittlere Teilchenzahl % im linken Vo- 
lumen ist der entsprechend (412.5) definierte 


statistische Mittelwert von n: 


Abb. 414.3. 
Verteilung der Binomialkoeffizienten an 2 nw,= 5 n( . ) ar bN-n. (5) 
n=0 n=0 
Dieser Ausdruck läßt sich als Ableitung von (4) nach a in der Form 
R 3 318 9 ; : 
aan N" ag at "= Nata + (6) 


14 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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darstellen. Er liefert also 
n=Na=Nv/V. (7) 


Diese mittlere Teilchenzahl entspricht, wie zu erwarten, einer Aufteilung der 
Gesamtteilchenzahl N im Verhältnis der Volumina v/V. 


Ganz entsprechend wie % aus (4) läßt sich n? durch zweifache Ableitung von (4) 
gewinnen: 554 5 
wel N nn N-ı 
n - (a 32) (a +b) =a, Na(a+b) (8) 
=aN(a+b)N-1+Na(N — 1)a(a + b)N-2. 


Der Vergleich mit (7) liefert 


"-n4Rll- 7). (9) 
Das mittlere Schwankungsquadrat ist somit 
(An? -M=-n--Nab. (10) 


Unter der Voraussetzung %< N für kleines Teilvolumen v» < V verschwindet 
das Glied %2/N in (10), und wir erhalten 
An _ 1 


ıl) 


für die relative Schwankung. Während also An mit Y% wächst, wird die relative 
Schwankung mit zunehmender mittlerer Teilchenzahl % immer kleiner. Dieses 
Ergebnis wird auch bei anderen Schwankungsphänomenen beobachtet. Es zeigt, 
daß mit wachsender Zahl der betrachteten Objekte die relativen Schwankungen 
immer kleiner werden. Hierauf beruht ganz allgemein die Rechtfertigung zur 
Anwendung statistischer Methoden; denn die Betrachtung von Mittelwerten A 
ist ja immer nur dann sinnvoll, wenn die zugehörigen Schwankungen AA hin- 
reichend klein sind. 


415 Volumen einer vieldimensionalen Kugel 


Beim Rechnen mit sehr großen Zahlen treten Besonderheiten auf, die auch im 
nächsten Abschnitt noch untersucht werden. Vorerst betrachten wir als ein 
spezielles Beispiel das Volumen einer Kugel in einem Raum mit sehr vielen 
Dimensionen Z. Das Volumen der dreidimensionalen Kugel ist 4rn R?/3, das 
Volumen der zweidimensionalen „Kugel“ ist m R?2 und das der eindimensionalen 
2R. Ganz entsprechend ist 

Q(R) = ozR? () 


das Volumen einer Kugel von beliebiger Dimension Z. &, ist irgendein für unsere 
Überlegungen nicht weiter wichtiger Zahlenkoeffizient. 
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@&KR) ist in Abb. 415 für verschiedene Z dargestellt. Die Abbildung zeigt, daß 
mit wachsendem Z der größte Teil des Volumens 2 sich in einer sehr dünnen 
Schieht &R unterhalb der Kugeloberfläche R befindet. Ist nun sogar Z » 10°, 
so befindet sich praktisch das ganze Volumen Q(R) in einer Schicht öR, die die 
Bedingungen _ 

| öR<R aber SR>Z (2) 


erfüllt. Man beachte, daß im vorliegenden Fall 2 ganz ungeheuer große Werte 
annimmt, weil hierbei Zahlen von der Größenordnung 10!” auftreten, also Zahlen 
mit 102° Nullen! 


Das oben qualitativ gewonnene Ergebnis soll durch eine quantitative Unter- 
suchung bestätigt werden. Wir betrachten das zu R— öR gehörige Volumen 


P öR Z(Z-1 öR\?2 
QLR— SR) = az(R - 5R)? = a,R2|ı - 2° 42V e ) sh |; (3) 


Die Entwicklung dieses Ausdrucks erfolgt offenbar in Potenzen von ZöR und 
hat nur Sinn für ZÖR < R. Sie entspricht also nicht den Voraussetzungen (2). 
Eine diesen Voraussetzungen entsprechende Entwicklung erhalten wir durch 
Darstellung von (3) im Exponenten und anschließende Entwicklung, ebenfalls 
im Exponenten: j Ba 

RR - SR) = ageZn(k-oR) — ern) 


(4) 


Tatsächlich können die höheren Entwicklungsglieder unter der Voraussetzung (2) 
gegen das erste vernachlässigt werden. Auf diese Weise entsteht 


SLR) y gr öR 
Q(R-SR)=aygRfe R =Q(R)e HZ (5) 
A für das betrachtete Volumen. Unter Berücksichtigung 
FR der zweiten Ungleichung von (2) gilt somit 
— R n R 
Abb. 415. AIR-SR)< RR) für z«< öR<R. (6) 


Mit wachsendem Z be- 
findet sich der größte Teil Tyotzdem kann öR wegen Z » 10% immer noch sehr 


des Volumens einer viel- klei R sei 
dimensionalen Kugel dicht FU BEN AU ESID. 


unter deren Oberfläche Das Ergebnis (6) läßt sich erweitern auf qualitativ 
ähnlich geartete Fälle. Betrachten wir zum Beispiel eine 
Ellipsoidenschar im Z-dimensionalen Raum, deren Parameter so beschaffen ist, daß 
sich die Ellipsoide mit wachsendem R umschließen, so befindet sich auch hier das 
gesamte Volumen wieder in einer sehr dünnen Schicht unterhalb der Oberfläche des 
Ellipsoids, und wieder gilt (6). Ganz entsprechend läßt sich (6) aufsonstige Flächen- 
scharen f(R) = R ausdehnen, die sich mit wachsendem R gegenseitig einhüllen. 
14* 
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416 Rechnen mit großen Zahlen 


In diesem Abschnitt sollen die sonstigen Besonderheiten untersucht werden, 
die beim Rechnen mit sehr großen Zahlen 


feine“ (1) 

auftreten. Zunächst multiplizieren wir (1) mit Z = 102. Die Darstellung 
Zj= Ze? = e2+nZ — el" +16 2 f (2) 
zeigt, daß dieser Faktor, in den Exponenten gebracht, dort nur ein sehr kleines, ver- 
nachlässigbares Zusatzglied darstellt. Bei Zahlen von so ungeheurer Größe wie f 


in (1) entsteht das paradoxe Ergebnis, daß neben ihnen auftretende große Fak- 
toren Z ‚„näherungsweise‘“ vernachlässigt (gleich Eins gesetzt) werden können. 


Unter ähnlichen Voraussetzungen kann Z! ausgewertet werden. Zunächst 
stellen wir diesen Ausdruck im Exponenten dar 


Z1=1-2-:-.--Z=exp(ihn). (3) 


Ersetzen wir die Summation näherungsweise durch eine Integration, so folgt 


zZ 
= nZz-Z_ ZN 
zisen| Janin) er 22 (=) (4) 


als einfache Näherung für Z!. 
Eine verbesserte Auswertung erhalten wir über das Integral 


dze- 1. 5 
J e 6) 
Es geht bei Z-facher Differentiation in 
oo oo 
(- 5) [are-- - - [dze"22 (6) 
{) 0) 


über und bietet mit « = 1 die Möglichkeit, Z! durch 
yA = [dxe”a? — [dxe**?h® (7) 
ö Fr 


darzustellen. Wenn Z sehr groß ist, besitzt der Integrand von (7) ein sehr scharfes 
Maximum, das wegen 


era 0= et (Zait ad) (8) 


beix = Z liegt. Es liegt daher nahe, den Integranden in der Umgebung von x = Z 
zu entwickeln. Aus den gleichen Gründen wie in (415.4 und 5) wird die Entwick- 
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lung im Exponenten durchgeführt. Sie liefert bis zur zweiten Ordnung 


urseon (dh), (Se), 


2 2 
YA dxe””e | 
3) e 


> a x-Z («-2) 2 («- 2)? 
= [üuese’l"" Z 72 ] ar 2-5 (dee 32; (9) 
0 ö 
Für große Z kann die Integration ohne Fehler bis nach x = — oo ausgedehnt 
werden. Dann stimmt das Integral mit dem von (126.18) her bekannten Integral 
+00 _ («- zu ker 
[axe >22 - YanZ (10) 


überein, so daß die Auswertung von (9) endgültig 
Be 
Zis (=) VorZ» (2 a) 
e e 
liefert. Für sehr große Z geht (11) wegen (2) in den obigen Näherungswert (4) 
über. 


Die Näherungsformel (11) ist als Srirzinesche Formel bekannt. Obwohl sie 
ihrer Ableitung entsprechend nur für sehr große Z gültig ist, liefert sie doch 
bereits für niedrige Werte von Z recht brauchbare Ergebnisse, wie die nachfolgende 
Tabelle zeigt: 


7 
5040 | 40320 


zZ 
(=) Verz | 0,922 | 1,92 | 5,84 4981 | 39906 


Fehler 78% | 40% | 3,7% 12% | 10% 


417 Die Gausssche Wahrscheinlichkeitsverteilung 


Die Wahrscheinlichkeit w, dafür, daß sich n Teilchen zufällig in einem Teil- 
volumen v von V befinden, war in (414.3) zu 
N! 


w.— N ab -Rr— = 
» \n nUN-n)! 


arpN-r (1) 


bestimmt worden. Dieser Ausdruck soll jetzt mit der Srtırringschen Formel 
(416.11) für große N ausgewertet werden. Unter der Vorraussetzung N>1 
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und 2>1 entsteht zunächst 
(N/e)X Var N arbY =" 


(n/e)" Vern ((N — n)fe)? = * V2r(X - n) (2) 


4) Va” 


da die e-Potenzen sich gegenseitig kompensieren. 


Ww,, — 


Nunmehr führen wir die Abweichung » = n — r vom Mittelwert % ein. Dabei 
gelten die Gleichungen 


n=zNn+v n=Na=N(-b) 
n=Na+r N—-n=Nb-». 
Mit ihnen geht (2) in 


Na Na+r Nb Nb-v N 227 
En (v5) a) 2r(Na+v)(Nb-») 
ee 1 Na+v 1 Nb-» 
= Vers (;; ) () 


über. Verglichen mit den ersten beiden Faktoren variiert die Wurzel nur schwach 
mit v, analog zu (416.2). Daher kann dort » = 0 gesetzt werden. 


(3) 


(4) 


Wegen (414.11) ist bei den hier als sehr groß vorausgesetzten Teilchenzahlen N 
und % zu erwarten, daß w, nur in der Nähe von n = % wesentlich von Null ver- 
schieden ist, also für v«<n, N. Daher können die Größen v/Na und »v/Nb zur 
weiteren Auswertung zunächst in den Exponenten gebracht und dort nach Poten- 
zen entwickelt werden. Die Entwicklung wird in der Formel 


(1 + N = efina ta) x (e-3) (5) 


nach dem zweiten Glied abgebrochen. Deren zweimalige Anwendung in (4) liefert 


nn a fr tt] 
(6) 


für die gesuchte Wahrscheinliehkeit, mit An aus (414.10) 


Die Zahlen des Pascauschen Dreiecks stimmen nach (414.3) mit den w, bis auf 
den Faktor 2Y überein, wenn man a = b = 1/2 setzt. Der entsprechende aus (1) 
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und (7) hervorgehende Ausdruck 
NM zu 
“ aa -mi” YEnR“ 


zeigt, daß diese Zahlen für große N auf einer Gausskurve liegen. 


_ 2(n- N]2)! 
5 (8) 


Übungsaufgaben 


41.1. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, beim Zahlenlotto in 100 Spielen genau einmal und 
nicht öfter einen ‚‚Fünfer‘‘ oder ‚Vierer‘ getippt zu haben? (Die Wahrscheinlichkeiten, 
bei einem Spiel einen ‚‚Fünfer‘‘ bzw. ‚‚Vierer‘‘ zu tippen, seien w, bzw. w,.) 


41.2. Ein Stab der Länge ! wird in zwei beliebigen Punkten zersägt. Wie groß ist die Wahr- 
scheinlichkeit, daß man aus den gewonnenen Stücken ein Dreieck zusammensetzen 
kann? (Man fasse die drei Stücklängen als Koordinaten eines Punktes auf.) 


41.3. In einem Volumen V, bestehend aus M gleichen Kästchen v, werden wahllos N unter- 
scheidbare Teilchen mit vernachlässigbarem Eigenvolumen geworfen (N < M). Jedes 
Teilvolumen v kann beliebig viele Teilchen aufnehmen. Wie groß ist die Wahrscheinlich- 
keit dafür, daß nur einfach besetzte Kästchen auftreten? Näherung für große M und N 
bei M»>N. 


41.4. In einem vorgegebenen Zeitabschnitt 7’ zerfallen im Mittel % Atome. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit w,, daß in dieser Zeit gerade n Atome zerfallen? (Unterteilung 
von T in N gleich große Intervalle At mit N > n, in denen jeweils höchstens ein Zerfall 
stattfindet; Berechnung der Wahrscheinlichkeit w,, daß n. Atome in beliebigen Inter- 
vallen At zerfallen; Näherung für dt 0). 


41.5. a) Ein Teilchen bei x = 0 wird durch zufällige Stöße auf der x-Achse nach rechts oder 
links verschoben. Die Verschiebung pro Stoß betrage stets eine Maßeinheit. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Abstand von x = 0 nach N Stößen 
n Maßeinheiten beträgt? Man benutze die Beziehung (414.3). Welche Näherung 
erhält man für große N? 

b) Bei x = 0 befinden sich M Teilchen; jedes wird unabhängig vom. anderen N-mal 
gestoßen (M > N). Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich im Abstand 
n = N kein Teilchen befindet? (Näherung für große N.) 
41.6. Für folgende Kurven w(x) sollen die mittleren quadratischen Schwankungen Ax be- 
rechnet werden; a) w(z2)=ce” =, b)w()=czterf*, ec) w(x)=ca?e"P*9(x) 
d) w(x) = (c/a) erPtuz-a*9(z), e) wir) =c/(#"+aP). 
41.7. Dichteschwankungen: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit w, daß die Dichte eines 
Gases im Teilvolumen v = 10” m? (v « V) a) unter Normalbedingungen b) bei 10” at = 
9,81 - 10°? N/m? mehr als das x-fache der mittleren Teilchendichte beträgt? Speziell: 
x=2 bzw: 10. Für große a kann ii; © dye”®* näherungsweise durch partielle Integra- 
tion und Abbrechen nach dem ersten Glied berechnet werden. 
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Zusammenfassung: Die Bewegung eines einfachen und eines „‚gestörten‘‘ harmonischen 
Oszillators wird durch eine Bahn in der pg-Ebene beschrieben. Eine Schar gleichartiger 
Oszillatoren entspricht in dieser Phasenebene einer Punktmenge. Bei unzureichender Kennt- 
nis des zu beschreibenden Systems tritt eine solche Schar an die Stelle des einzelnen Systems. In 
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der gewählten Punktverteilung o(p, q) muß sich die jeweilige Kenntnis des Systems richtig 
widerspiegeln. Die Untersuchungen in der Phasenebene dienen als Modell für die weiteren Unter- 
suchungen. — Der Zustand eines beliebigen mechanischen Systems wird durch einen Punkt R 
im Phasenraum charakterisiert. Sein Zeitablauf genügt der Differentialgleichung ® = ®. Das 
Geschwindigkeitsfeld ® ist durch dieHAmıtron-Funktion H vollständig bestimmt. Mechanische 
Gesamtheiten werden durch Punktverteilungen o(R, t) beschrieben. o genügt einer Konti- 
nuitätsgleichung zur Erhaltung der Punktzahl und ® der Inkompressibilitätsbedingung 
VAR = 0. Sie hat zur Folge, daß das von einer Punktmenge eingenommene Volumen sich 
im Zeitablauf nicht ändert, sondern höchstens verzerrt wird. 


421 Harmonischer Oszillator im Phasenr aum 


Nachdem in [41] der Zusammenhang von Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Statistik allgemein besprochen wurde, besteht unsere nächste Aufgabe darin, 
diese Statistik auf mechanische Systeme anzuwenden. Hierzu erscheint es zweck- 
mäßig, für die mechanischen Systeme eine geeignete übersichtliche und syste- 
matische Betrachtungsweise einzuführen. Die entsprechenden Überlegungen 
werden in den ersten beiden Abschnitten an einem einzelnen harmonischen 
Oszillator als Modellfall durchgeführt und genauer besprochen. Anschließend er- 
folgt die Verallgemeinerung auf beliebige mechanische Systeme. 


Wir betrachten den eindimensionalen harmonischen Oszillator von Abb. 421.1. 
Seine Bahn wird durch q = g(t) beschrieben und genügt bekanntlich der Be- 
wegungsgleichung 

mi=—ag. (1) 
Deren Lösung ist 


galt) = Csinw(t - t,) 0-4. (2) 


C und i, sind beliebig wählbar. C ist die Maximalamplitude, ti, die Anfangszeit. 
Als zugehöriger Impuls wird 


Li „9 mm pl)=mg=mwÜcosw(t — b;) (3) 


Abb. 421.1. Eindimen- definiert. Die Energie des Oszillators ist 
sionaler harmonischer 


Oszillator als Modell p? m a) De ME ae a ES 
für die Betrachtungen . FE Da You O’ [cos + sin ] " 
im Phasenraum Mg 
=,;0 0” = konst, 


wie sich beim Einsetzen von (2) und (3) unmittelbar herausstellt. 


Eine verallgemeinerungsfähige Beschreibung des Oszillators erhalten wir nach 
[T 42] über die Energiefunktion 


H=H(p,dq den Perez (5) 
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H wird auch Hamıtroxfunktion genannt. Die danebenstehenden Gleichungen 
sind die kanonischen Bewegungsgleichungen. Im vorliegenden Falle gilt 


pm . pP U 2 h 
Nez, ti Be Pp=-7, = moi. (6) 


Die erste der kanonischen Gleichungen (5) definiert den Impuls, die zweite enthält 
die NeEwTonsche Bewegungsgleichung. U (g) = mw?g?/2 ist das Oszillatorpotential. 


Der Bewegungsablauf läßt sich in der pg-Ebene, der a 
sogenannten Phasenfläche, darstellen. Der Zusammen- 
hang zwischen p und g entsteht aus (2) und (3) durch 
Elimination der Zeit, kann aber auch direkt aus dem 
Energiesatz (4) entnommen werden. Im vorliegenden Se . . 
Falle entstehen auf der Phasenfläche Ellipsen als ee 
naler harmonischer Os- 


Bahnkurven, die im Uhrzeigersinn durchlaufen werden. zillator. Die Pendel- 
Die Anfangsbedingungen des Oszillators, zum Beispiel masse ist klein gegen m 


durch 
(0) = % p(0)= Po (7) 


gegeben, entsprechen einem Punkt der Phasenfläche. Mit diesem Phasenpunkt 
ist der weitere Bewegungsablauf vollständig bestimmt, im vorliegenden Falle 
erfolgt er auf der durch p,, 9, hindurchgehenden Ellipse. 


Wir betrachten nun einen eindimensionalen harmonischen Oszillator, der durch 
Anbringen von einem kleinen Pendel gestört ist, siehe Abb. 421.2. Das mitschwin- 
gende Pendel beeinflußt die durch q (t) beschriebene Bewegung der Masse m. So ent- 


steht eine den Pendelbewegungen p 
entsprechend beschleunigte und 
gebremste Zusatzbewegung. Der ur 


Bahnverlauf von m in der 
pg-Ebene ist in Abb. 421.3 dar- 
gestellt. Die Energie des Os- q 
zillators m allein schwankt dabei 
in einem Intervall &E um E. 


arte 


Abb. 421.3. Phasenbahn des gestörten 
harmonischen Oszillators 


422 Statistische Behandlung des harmonischen Oszillators 


Alle durch Experimente an ein mechanisches System gerichteten „Fragen“ 
laufen darauf hinaus, physikalische Größen A(p, q) bzw. ihre Zeitmittel 


Ar =, [at Atp(O, 40) | (1) 
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zu bestinnmen. A(p,g) kann dabei identisch mit p, g, p?, q? oder H(p, gq) sein 
oder aber irgendeine andere willkürliche Funktion dieser Variabeln darstellen. 
Aufgabe der Theorie ist es, solche Größen wie (1) rechnerisch zu bestimmen. 


Wie bereits in [411] erwähnt wurde, geht die Theorie so vor, daß sie statt 
des einzelnen Systems eine Schar gleichartiger Systeme betrachtet und die 
Zeitmittel (1) durch Scharmittel A über die jeweilige Gesamtheit ersetzt. 
Ein einzelnes mechanisches System wird in der Phasenfläche durch einen 
Punkt beschrieben, der beim harmonischen O;szillator eine Ellipse als Bahn durch- 
läuft. Eine Schar gleichartiger Systeme entspricht also einer Punktmenge in der 
Phasenebene. Wir betrachten M gleichartige harmonische Oszillatoren als eine 
Gesamtheit, in der sich jeweils M, in einem Zustand befinden, dessen charakte- 
ristische Größen p und q im gegebenen Intervall dp dq liegen. Bei kontinuierlicher 
Verteilung hängt M, von der Intervallgröße ab, und es gilt 


M,„=dpdgo(p,g) (2) 


mit o als der Punktdichte auf der Phasenfläche. Irgendein Scharmittelwert kann 
daher entsprechend (412.4) und (412.5) durch 


3 dpd ‚gq)4A(P, 
dA [ fapdgetp,g)A(p, 9) 
» i S Sardae(r. d) 


(3) 


dargestellt werden. Sind z. B. die Werte p und q des einen betrachteten Oszillators 
nicht genau, sondern nur ungefähr bekannt, so wird eine der ungefähren Kenntnis 
entsprechende Punktverteilung o(p, q) betrachtet, und A in (3) stellt den der 
jeweiligen Kenntnis entsprechenden Mittelwert der zu bestimmenden Größe dar. 
Das Hauptproblem besteht hier also darin, solche Verteilungen o(p, g) zu finden. 
die der physikalischen Situation trotz unvollständiger Kenntnis der Anfangs- 
bedingungen hinreichend genau entsprechen, damit die theoretischen Mittel- 
werte (3) die experimentellen Größen (1) auch hinreichend gut beschreiben. 


Als erstes betrachten wir den Fall, daß die Lösung der Bewegungsgleichungen 
bekannt und durch die Funktionen 


p= alt) g=bit) (4) 


gegeben sei. In diesem Falle richten wir die durch o(p, q) beschriebene Schar so 
ein, daß ihre Punkte über die durch (4) beschriebene Kurve gleichmäßig verteilt 
sind (gleichmäßig bedeutet hier: stärkere Belegung an Orten geringerer Ge- 
schwindigkeit). Diese Bedingung erfüllt die Dichteverteilung 


7 
op.) = [Atölp - a) dla 60). () 
0 
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Sie ist nur in unmittelbarer Umgebung der Phasenkurve von Null verschieden. 
Beim Einsetzen von (5) in (3) liefert der Nenner 


T T 
[Jaraaew,d = fat[arötp - aw)[agdtg 50) [ar=1, (6) 
0 0 


und das Scharmittel geht entsprechend 
T 
” dpd ‚gq)A(p, 
1-5 pdgo(p,q)A(p D_ 7 fa Alat), s01= Ar (7) 
S Sapdae(p, d) { 

in das Zeitmittel (1) über. In diesem Falle erlaubt also die vollständige Kenntnis (4) 
der Bewegung auch eine vollständige Reproduktion der experimentellen Aus- 
sagen (1) durch das Scharmittel (3). 


Zweitens betrachten wir den entgegengesetzten Extremfall, daß über p und q 
überhaupt nichts bekannt ist. In diesem Fall müssen wir auf der ganzen Phasen- 
fläche og = konst. ansetzen. Für die Scharmittel A erhalten wir dann oftmals 0 
oder oo, je nachdem, ob A beider Vorzeichen fähig oder positiv definit ist. Im 
Falle völliger Unkenntnis sind die Aussagen Ä meist völlig unzureichend. 


Als nächstes setzen wir voraus, daß uns wie beim gestörten Oszillator in 
Abb. 421.3 lediglich bekannt sei, daß die Energie E des Oszillators in einem durch 
E + 8E/2 begrenzten Intervall liegt. Ist weiter nichts bekannt, so kann für o 
nur der Ansatz . 

linöE 


ev, q)=olHp,q)]=o(#) = enoe (8) 


gemacht werden. Vergleichen wir jetzt (1) und (3) miteinander, so zeigt sich 
folgendes: In (3) wird A gleichmäßig über die Energieschicht ö E gemittelt, in (1) 
dagegen über die spezielle Bahnkurve. Eine hinreichende Übereinstimmung 


beider Größen 
ds 9 


setzt voraus, daß die Mittelungszeit 7’ in (1) über viele Umläufe gewählt ist. 
Dann kann im allgemeinen damit gerechnet werden, daß die Bahnkurve eines 
ganz leicht gestörten harmonischen Oszillators über das ganze Energieintervall 
öE gleichmäßig verschmiert ist, woraus dann (9) folgt (Ergodenhypothese). Ein Aus- 
nahmefall liegt vor, wenn Öszillatorfrequenz und Pendelfrequenz in einem ganz- 
zahligenVerhältniszueinander stehen. Dannschließtsich dieBahnkurvein Abb.421.3 
nach einem Umlauf und die Übereinstimmung in (9) wird schlechter. Eine Ver- 
besserung des Verfahrens kann nur erreicht werden, wenn die Ganzzahligkeit des 
Frequenzverhältnisses zum Beispiel bekannt ist und diese zusätzliche Kenntnis bei 
der Punktverteilung o(p, g) berücksichtigt wird. Ist dies nicht der Fall, so muß 
man sich mit der schlechteren Übereinstimmung in (9) begnügen. 


Viertens betrachten wir den Fall, daß die Anfangsbedingungen zur Zeit it = 0 
ungefähr bekannt sind. Dann ersetzen wir den Anfangspunkt des Systems auf 


220 4 Statistische Mechanik [423] 


der Phasenfläche durch einen entsprechenden durch 0 (p, g) beschriebenen ‚‚Fleck“, 
siehe Abb. 422. (3) liefert wieder den zugehörigen Scharmittelwert A. Hierbei 
ist allerdings zu beachten, daß die einzelnen Punkte dieses Flecks auf der Phasen- 
fläche sich auf ihren Phasenbahnen (beim eindimensionalen Oszillator also: den 
Ellipsenbahnen) weiterbewegen. Wenn die zum Fleck gehörige Verteilung o(p, q) 
den Eigenschaften des Systems zur Zeit t=0 entspricht, muß hinsichtlich 
des Zeitablaufs beachtet werden, daß der ganze Fleck sich auf der Phasen- 
ebene bewegt. Im vorliegenden Fall wird o =o(p,9,t) zeitabhängig und 
p mit o auch der Scharmittelwert (3). Solche Punkt- 
verteilungen heißen nichtstationäre Gesamtheiten. 

Jeder der zu o gehörigen Punkte bewegt sich auf der 

zu seiner Energie gehörigen Phasenbahn. Beim harmo- 

7 nischen Oszillator ist die Umlaufszeit zufällig un- 

abhängig von der Energie, so daß der Fleck in 

diesem Falle als Ganzes gleichmäßig rotiert. Bei allen 

Abb.422. Nichtstationäre Übrigen Systemen aber hängt die Umlaufszeit von der 
Gesamtheit eines oszillator-. Energie ab. Dadurch wird der ursprüngliche Fleck 
ähnlichen Systems in der verzerrt und im allgemeinen allmählich über das ganze 
Phasenebene ihm zur Verfügung stehende Energieintervall verteilt. 


Als stationäre Gesamtheit bezeichnen wir eine Punktverteilung auf der Phasen- 
fläche, die so beschaffen ist, daß trotz ständiger Bewegung aller ‚individuellen‘ 
Punkte die Dichteverteilung o(p, g) zeitunabhängig bleibt. Hierzu ist offenbar 
erforderlich, daß jedes Energieintervall der Phasenfläche gleichmäßig belegt 
oder völlig unbelegt ist, da die Punkte sich ja längs Bahnen konstanter Energie 
bewegen. (8) ist daher ein typisches Beispiel für eine stationäre Dichte. Allgemein 
werden stationäre Dichten daher durch beliebige Funktionen og (E) mit E = H(p,q) 
beschrieben. Hinsichtlich der zu den Phasenraumpunkten gehörigen mechanischen 
Gesamtheit von M harmonischen Oszillatoren bedeutet dies: Alle Oszillatoren 
befinden sich in ständiger Bewegung und ändern daher ihre p, g-Werte. Ihre 
durch o beschriebene Verteilung ist jedoch so beschaffen, daß sich in jedem Inter- 
vall dpdg gerade gleich viele (wenn auch individuell verschiedene) harmonische 
Oszillatoren befinden. Die allmähliche Ausbreitung des oben besprochenen, 
nichtstationären „Flecks‘“ auf die entsprechende Energieschicht entspricht der 
Tatsache, daß nichtstationäre Dichten allmählich in stationäre Dichten über- 
gehen. Damit sind qualitativ und modellmäßig bereits die wichtigsten Gesichts- 
punkte der statistischen Mechanik besprochen. 


423 Mechanisches System im Phasenraum 


Bekanntlich [T 42] lassen sich die meisten mechanischen Systeme in der 
kanonischen Form 


H=H(p:, 9) in = = 5 1) 
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beschreiben. Die Hamıvronfunktion #/ stimmt bei konservativen Systemen, 
auf die wir unsere Betrachtungen beschränken, mit der Energiefunktion des 
Systems überein. Die Bewegungsgleichungen des Systems erhalten die Form 
der 2f kanonischen Gleichungen (1). f ist die Zahl der Freiheitsgrade. Bei ge- 
gebenen Anfangsbedingungen 

(0) = (0) = % (2) 
wird der Zeitablauf 

m= Pi) %« = Mt) (3) 
des Systems durch Lösung der Differentialgleichungen (1) eindeutig bestimmt. 
Diese Überlegungen gelten für Systeme mit einer beliebigen Zahl von Freiheits- 
graden und daher auch für atomare Systeme, bei denen f von der Größenordnung 
102° ist. Der einfachste Fall eines Systems mit f = 1 wurde in (421.5 und 6) be- 
schrieben. 

Analog zur Phasenfläche des harmonischen Oszillators versuchen wir, auch 
das durch (1) bis (3) beschriebene allgemeine mechanische System geometrisch 
darzustellen. Wir betrachten zu diesem Zweck einen 2/-dimensionalen Raum, 
den Phasenraum, dessen Punkte durch die Vektoren 


R=1MNtEMmt+ + Pprt+ &Ygaıfıt + arg (4) 


charakterisiert werden, kurz durch 
u 
R =2 (Pi + &irr)- (5) 
= 


Die e, sind orthogonale Einheitsvektoren, die wie in [T 21] den Bedingungen 

ee = 6ir ik = 1,2,... 27 (6) 
genügen. R ist somit ein für alle Impulse und Koordinaten und damit für den 
jeweiligen Zustand eines jeden Systems charakteristischer Vektor. Auf diese 
Weise wird der Zustand eines mechanischen Systems durch einen Punkt R im 
Phasenraum dargestellt. 


Der Zeitablauf (3) des Seh Systems entspricht der Punktbewegung 
Rt) = Sen + eirtTi (d) (7) 


im Phasenraum. Dieser Punkt bewegt sich also auf einer Kurve im 2 /-dimensionalen 


Raum mit der Geschwindigkeit 
R f 
R (d) (eb: (d) Tr er di ()). (8) 


Um etwas über die Punktbewegung (7) im Phasenraum aussagen zu können, 
betrachten wir das durch 


TR) -5 l&(- Hg] (9) 
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definierte Vektorfeld ®. Da #/ bei konservativen Systemen nicht explizit von t 
abhängt, gilt das gleiche für ®. X und die partiellen Ableitungen von # sind 
Funktionen der p; und q; und damit von R. (Bei nicht konservativen Systemen 
ist HR, t) und V(NR, t) zu beachten!) Der Vergleich von (8) und (9) mit den 
kanonischen Bewegungsgleichungen (1) zeigt die Gültigkeit von 


KU)=LR) KO)-R. (10) 


Dies ist die Differentialgleichung der Raumkurve im Phasenraum. Es ist eine 
2/-dimensionale Vektordifferentialgleichung erster Ordnung. Die Kurve ist (im 
Gegensatz zur Bewegung eines Teilchens im gewöhnlichen Ortsraum!) durch 
Vorgabe des Anfangsorts R, allein und damit durch (10) vollständig festgelegt. 
Sie wird entscheidend durch die Beschaffenheit des Feldes ®V(R) bestimmt. 
Dieses Feld wiederum ist nach (9) durch die das mechanische System allein charak- 
terisierende HamıLTonfunktion #/ bestimmt. 


Für eine noch sorgfältigere Beschreibungsweise wäre es notwendig, unter R 
allein die Gesamtheit aller Phasenraumpunkte (4) zu verstehen, die von einem 
bestimmten System durchlaufene Raumkurve jedoch mit ©(t) zu bezeichnen. 
Die Bewegungsgleichung (10) erhält dabei die Form 


S- VEN Ia-sw- al) 


Die Geschwindigkeit & wird also durch den Wert des Feldes ®(R) an der Stelle 
NR = ©(t) bestimmt. Für die hier notwendigen Ausführungen jedoch erscheint 
die bisherige Schreibweise hinreichend deutlich. 


Das Geschwindigkeitsfeld ®(N), das den Bahnverlauf R(t) entscheidend be- 


stimmt, soll jetzt näher untersucht werden. Wir führen ähnlich wie im drei- 
dimensionalen Raum den Differentialoperator 


BE. N 
len Herzen) = 
ein. Mit diesem Operator läßt sich der Gradient der Hamıtronfunktion H 


bilden: 


Hu _S/, IH IH 
ERN —_ (eg +81) . (13) 
Er darf nicht mit ® von (9) verwechselt werden. Allerdings besteht zwischen 


beiden ein gewisser Zusammenhang. Der Vergleich von (9) und (13) zeigt die 


Gültigkeit von 2. drfan, [om an \2 
Hl u lnder HE "N 


Beide Vektoren besitzen offenbar die gleiche Länge. Um etwas über ihre Richtung 
auszusagen, bilden wir das skalare Produkt 


an L aH\aH , AH IH 
_—— — =. 15 
IR 2 ( 5) 9p; 99 9% : 115) 
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Die beiden Vektoren sind also orthogonal zueinander. Schließlich überzeugen 
wir uns entsprechend 


RE 9 OH 8 au] 
am (00 00) + au am) = a 


davon, daß das Geschwindigkeitsfeld ®(N) divergenzfrei ist. 


Damit sind drei wichtige Eigenschaften des Geschwindigkeitsfeldes hervor- 
getreten: 


Sie werden schematisch in Abb. 423 veranschaulicht. Alle Punkte R des Phasen- 
raums mit gleicher Energie E genügen der Gleichung 

AR=E. (18) 
Sie liegen auf einer (2/ — 1)-dimensionalen Hyperfläche des Phasenraums. In 
Abb. 423 ist eine Energieschicht zwischen E und E —6E schematisch dar- 
gestellt. Der Gradient IH/IR besitzt die Richtung der Normalen. Entsprechend 
(17) muß daher ® in der Fläche }/ = konst. liegen. Andererseits ist nach [T 235] 
der Betrag des Gradienten um so größer, je dichter die beiden Flächen beiein- 
anderliegen. Also muß dort nach (17) auch die Geschwindigkeit größer sein. 


Übrigens läßt sich (15) auch aus der Zeitableitung von (18) mit der Be- 
wegungsgleichung (10) gewinnen: 


E ar Gibt es in dem betrachteten System neben der Energie 
ESE we eine weitere Erhaltungsgröße A, deren Wert sich ent- 
> sprechend AR) = A, (20) 
eh Fe ie im Zeitablauf nicht ändert, so folgt analog zu (19) 
= Miete m 


Der Geschwindigkeitsvektor ® liegt also gleichzeitig auch in einer Fläche mit 
konstantem A, sozusagen auf der (2/ — 2)-dimensionalen Schnitt-,,‚Kurve“ der 
beiden Hyperflächen. Die Divergenzfreiheit (16) des Geschwindigkeitsfeldes ® 
wird im nächsten Abschnitt besprochen. 


424 Mechanische Gesamtheiten 


Wie früher stellen wir in den Mittelpunkt der Betrachtung eine an sich beliebige, 
von den Impulsen p; und Koordinaten gq, abhängige physikalische Größe A, die 
den Ausführungen des letzten Abschnitts entsprechend 


A=4A(P,%) AR) = A(R()) () 
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eine Funktion von R ist. Sie besitzt in jedem Phasenraumpunkt PR einen zu- 
gehörigen Wert und ändert diesen im Zeitablauf längs der Bahnkurve X (t). Ein 
Zeitmittel dieser Größe wird durch 


T 

2 1 

Ar = [Ar ARM) (2) 
dargestellt. r 


Das Seharmittel der Größe A über eine mechanische Gesamtheit ist wie früher 
durch 


A=NA,w, w= —! (3) 


gegeben. Wir unterteilen den gesamten Phasenraum entsprechend 


Q=ZAR, M,=AR,o, (4) 


in Einzelvolumina AR, (Zellen), in denen sich M, Phasenraumpunkte (gleich- 
artige physikalische Systeme mit dem Zustand R,in AR,) befinden. Bei kontinuier- 
licher Verteilung ist 


die Zahl der Systeme in einem Volumenelement 
AR=dp,...dprdgı...dg; (6) 


des Phasenraums. o ist die möglicherweise zeitabhängige Punktdichte im Phasen- 
raum und 


ARE R, 9) m 


| -  faRemdAM) 
das Scharmittel, das zusammen mit o ebenfalls möglicherweise von der Zeit ab- 
hängt. Die Hauptaufgabe besteht darin, Punktverteilungen g zu finden, die trotz 
unzureichender Kenntnis des Systems das Scharmittel (7) in hinreichende Über- 
einstimmung mit dem Zeitmittel (2) bringen. 


Die Beschreibung physikalischer Größen als gegebener Funktionen A(R) ist 
außerordentlich allgemein und für alle Zwecke hinreichend. Zum Beispiel be- 
trachten wir die Wahrscheinlichkeit W(R)AR’ dafür, daß ein beliebig aus der 
Schar herausgegriffenes System sich im Zustand R’ innerhalb AR’ befindet. Bei 
nur einem System im Zustand Rt ist diese physikalische Größe 1 oder 0, je nach- 
dem ob sich R in AR’ befindet, also R = #’ gilt, oder nicht. Sie wird also durch 


AN)=-IR-R)AN (8) 
beschrieben. Die hier auftretende ö-Funktion ist entsprechend 
IR) = Dem) ö (gr) (9) 


als Produkt von 2f gewöhnlichen ö-Funktionen definiert. Der Scharmittelwert 
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dieses Ausdrucks über die Gesamtheit ist darum gerade gleich der gesamten 
Wahrscheinlichkeit 


WR)ARN =ZAR=-IR- RAR 
 SARERHER-WIAN EM, ydR (10) 
[AR ER, ı)  faReRı) 


Allgemeine Untersuchungen über physikalische Größen A(R) gelten somit auch 
für derartige, Wahrscheinlichkeitsgrößen. 


Im Sonderfall, daß die Bewegung (423.3) des mechanischen Systems vollständig 
bekannt ist und durch eine Kurve © (t) beschrieben wird, kann für og wie in (422.5) 
eine Punktverteilung 


m 
er = [ALHR - SW) a) 
) 


längs der Kurve ©(t) angesetzt werden. Beim Einsetzen von (11) in den Nenner 
von (7) entsteht 


T Yy 
fare®w - a faRsR- SW) = At=1. (12) 
0 0 


Damit wird das Scharmittel 


T T 
A=7 ar [AR IR - SW) A) = [ AA(SW) = Ar. (13) 
0 0 


Die vollständige Kenntnis der Bewegung ermöglicht hier also einen Ansatz, bei 
dem (7) und (2) exakt übereinstimmen. 


Je nachdem, ob o von der Zeit abhängt oder nicht, unterscheiden wir nicht- 
stationäre oder stationäre Dichten. Der Zeitablauf von g unterliegt der Bedingung, 
daß die durch o beschriebenen Phasenraumpunkte erhalten bleiben. Sie können 
weder entstehen noch verschwinden und sich nur kontinuierlich durch den Raum 
bewegen. Die Bedingung dafür, daß in jedem Volumenelement d#R die durch o 
beschriebene Punktzahl erhalten bleibt, ist die Kontinuitätsgleichung 


2,20, (14) 


Ihre Ableitung erfolgt in gleicher Weise wie die der Kontinuitätsgleichung der 
Masse oder die der Wärme (122.8), lediglich treten hier 2f Dimensionen an die 
Stelle der früheren drei Dimensionen. Über die Zeitabhängigkeit von o erhalten 


15 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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wir aus (14) die Aussage 


de 90% 
dt OR OR 


b) 
BR. (15) 
Im letzten Gleichheitszeichen ist die in (423.16) bewiesene Divergenzfreiheit 


von ® berücksichtigt. 
Diese Bedingung 


ze (16) 


wird als Inkompressibilitätsbedingung bezeichnet. In Gebieten, in denen o zur 
Anfangszeit einen konstanten Wert c besitzt, gilt 


Ic 8 
IR RT 


0(R,0)=c 6=—- 0. (17) 
Hieraus folgt, daß o diesen Wert c auch im Zeitablauf beibehält. Die Punktdichte 
ist „inkompressibel“. Ist o z.B. in einem bestimmten Volumen AR konstant und 
außerhalb desselben gleich Null, so folgt aus (17), daß o im Volumeninnern den 
gleichen konstanten Wert beibehält. Nur am Rande des Volumens kann sich o 
wegen 0o/9R +0 ändern. Das Volumengebiet AR kann also im Zeitablauf seine 
Form ändern. Da gleichzeitig im Innern stets o=c gilt und weiter das Integral 


[AReE=ARc-M (18) 


die zeitunabhängige Systemzahl M der Schar bedeutet, folgt 
AR) = AR(0) (19) 


für alle Zeiten t. Das betrachtete Gebiet ändert im Zeitablauf wohl seine Form, 
nicht aber seinen Volumeninhalt. 


Das gleiche Ergebnis liefert uns die direkte Untersuchung der Bewegung der 
Randgebiete. Wir betrachten zu diesem Zweck eine Anfangsverteilung, bei der 
o(R, 0) in einem kleinen Volumenelement AR (2f-dimensionaler Würfel) den 
Wert c und außerhalb den Wert 0 besitzt. Wir überlegen uns das Schicksal dieses 
Volumenelements, dieses ‚‚Würfels‘, durch Untersuchung seiner Eckpunkte. Im 
Innern behält die Dichte ihren konstanten Wert bei, wie bereits durch (17) be- 
wiesen wurde. Die einzelnen Eckpunkte des Würfels aber bewegen sich mit mög- 
licherweise verschiedenen Geschwindigkeiten. Wir betrachten zwei benachbarte 
Eckpunkte desWürfelsdßRt, die sich innureiner Koordinatep,oderg; unterscheiden. 
Diese wird vorübergehend mit x bzw. x + dx bezeichnet. Beide Punkte befolgen 
die Bewegungsgleichung (423.10). Sie gehen daher innerhalb der Zeit öt in 


z>x-+V,(x,...)öt z+de>xr+de+V,(c+de,...)6t (20) 
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über. Für ihren gegenseitigen Abstand bedeutet dies 


de>de=de|l+ 3. (21) 
L x 


Entsprechend dieser Gleichung ändern sich alle Koordinatenintervalle (6). Nach 
Multiplikation und Berücksichtigung allein der ersten Ordnung in öt entsteht 


ana -an|ı+ se] (22) 
N 

für die Änderung des Volumens AR im Zeitraum St. Mit der Inkompressibilitäts- 
bedingung (16) aber folgt in Übereinstimmung mit (19) der Liouvizuesche Satz 


| an- am. (23) 


Das betrachtete und stets von den gleichen (individuellen !) Phasenraumpunkten 
begrenzte Volumenelement kann also im Zeitablauf zwar beliebig verzerrt werden, 
behält aber stets den gleichen Volumeninhalt bei. 


Eine beliebig geformte Anfangsverteilung kann stets in kleine Würfel zerlegt 
werden. Für jeden von diesen gelten die obigen Überlegungen. Damit ist auch hier 
gezeigt, daß ein beliebig geformtes Volumen im Zeitablauf nur verzerrt werden kann. 
Diese besondere Eigenschaft von Punktscharen im Phasenraum macht auch das 
in Abb. 423 beschriebene Verhalten des Geschwindigkeitsfeldes verständlich: 
Eine Punktschar, die sich in der dort schematisch dargestellten Energieschicht ö E 
von links nach rechts bewegt, wird an den Stellen, wo die Schicht besonders 
dünn ist, gerade so viel schneller bewegt, daß keine „Stauung‘ entsteht. also keine 
Kompression und damit keine Dichteänderung stattfindet. 


Übungsaufgaben 


42.1. Man bestimme die Phasenbahn p(x) eines Massenpunktes der Energie E im Potential 
V(2) =a|@| mit a > 0. Wie hängen Phasenvolumen und Umlaufszeit von E ab? 


42.2. Harmonischer Oszillator (Masse MM, Frequenz &,), gestört durch Pendel (m, o,), (vgl. 
Abb. 421.2). Die Phasenbahn des Oszillators (vgl. Abb. 421.3) ist näherungsweise für 
kleine Pendelausschläge und schwache Kopplung B=m/M <1; x= oo, < 1. 
quadratische Glieder in x und ß vernachlässigen) zu berechnen. Energiebereich ÖE9? 
Untersuchung der Phasenbahn bei ganzzahligem Frequenzverhältnis &,/o,. Anleitung: 
In der Bewegungsgleichung (vgl. [T 322]) des gekoppelten Systems setze man als 
0-te Näherung für z(t) und g(t) die ungestörten Funktionen ein (Anfangsbedingungen 
etwa &(0) = &(0) = 0, 2(0) = 2, 9(0) = 90) und berechne p,(t) und x(t) in1. Näherung. 


42.3. Zentralkraft mit Potential Pr). An welche Hypertlächen F(z, y, 2,p., Py 2.) = 0 ist 
die Bewegung eines Punktes im 6-dimensionalen Phasenraum gebunden? Auf wieviel 
Dimensionen läßt sich der Phasenraum bei günstiger Koordinatenwahl reduzieren? 

15* 


228 4 Statistische Mechanik [431] 
43* Entstehung stationärer Zustände 


Zusammenfassung: Eine Modellbetrachtung am einfachen System zeigt, daß eine 
anfänglich eng konzentrierte Punktverteilung im Phasenraum, die einer mechanischen Ge- 
samtheit mit nahezu gleichen Anfangsbedingungen entspricht, im Zeitablauf immer mehr 
über die gesamte betrachtete Energieschicht ö# verteilt wird und in einen quasistationären 
Zustand übergeht, der sich von stationären Zuständen kaum unterscheidet. Mit lÖ wird eine 
relative Wahrscheinlichkeit eingeführt, die angibt, wievielmal wahrscheinlicher eine bestimmte 
Punktverteilung in der Energieschicht auftritt als die unwahrscheinlichste. /(Ö> 1 nimmt 
im Zeitablauf zu und erreicht im stationären Zustand ein Maximum. Die mittlere Entropie 
eines einzelnen Systems wird über die Gesamtheit durch 8 = (k/M) In IÖ rein statistisch 
definiert. Die mechanische Gesamtheit entspricht der thermodynamischen Betrachtung eines 
physikalischen Systems. Die zeitlichen Änderungen bei einer nichtstationären Gesamtheit 
entsprechen irreversiblen Vorgängen bei der Einstellung des thermischen Gleichgewichts, 
und der quasistationäre bzw. stationäre Zustand entspricht dem thermischen Gleichgewicht. 
Neben der auf ein Energieintervall $# beschränkten sogenannten mikrokanonischen Gesamt- 
heit wird die im ganzen Phasenraum verteilte stationäre sogenannte kanonische Gesamtheit 
bei gegebener mittlerer Energie E bestimmt. Aus der Bedingung $ = Max folgt w, - d®. 
$ ist der innere Parameter des Systems und beschreibt die Temperatur. 


431 Modellüberlegungen 


Wir betrachten ein System, dessen Anfangsbedingungen nicht genau bekannt 
sind. Von der Energie sei, wie in Abb. 431.1 schematisch dargestellt, ein Inter- 
vall öE vorgegeben, und auch die Koordinaten ?;, 9x sind nur ungenau gegeben. 
Sie liegen in dem schraffierten Gebiet von Abb. 431.1. 


Wir beschreiben das System durch eine mechanische Gesamtheit, deren Phasen- 
raumpunkte das in Frage kommende schraffierte Gebiet von Abb. 431.1 gleich- 
mäßig überdecken. Zur Zeit i = 0 ist og in diesem Gebiet konstant. Gefragt ist 
nach dem zeitlichen Ablauf des Systems. Im allgemeinen besitzen die Punkte 
bei Z wegen ihrer höheren Energie eine andere (oftmals höhere) Geschwindigkeit 

als diejenigen bei E — öE. Zwar bleibt bei der Be- 
—a TI: wegung des schraffierten Gebiets die Dichte im Innern 
g-gg m Zeitablauf konstant, wie in (424.17) bewiesen 
Abb. 431.1. werden konnte, und die Phasenraumpunkte nehmen 
Mechanische Gesamtheit, nach (424.23) im Zeitablauf stets das gleiche Volumen 
deren Anfangsbedingungen ein, aber das Volumengebiet ändert seine Form, es wird 
nur ungefähr bekannt sind „erzerrt. Tatsächlich bewegt sich das obere Volumen- 
gebiet meist rascher als das untere, wodurch das schraf- 
fierte Gesamtvolumen immer weiter auseinandergezogen und gleichzeitig immer 
„dünner“ wird. Schließlich verteilt sich dieses Volumen als eine dünne Haut über 
die ganze Energieschicht &E hinweg. Die Energieschicht öE ist dann von sehr 
dünnen Schichten durchzogen, solchen, in denen sich Phasenraumpunkte mit 
ihrer ursprünglichen Dichteverteilung befinden, und solchen, in denen keine 
Phasenraumpunkte sind. Das ursprüngliche Volumenelement ist auf der gesamten 
Energieschicht „wie zu Seifenschaum zerschlagen“. 
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Der geschilderte Vorgang soll an einem elementaren Beispiel erläutert werden, 
der eindimensionalen freien Bewegung eines Teilchens zwischen zwei elastischen 
Wänden. Der Phasenraum enthält dabei wie in [421] nur zwei Dimensionen. In 
Abb. 431.2 ist die Verteilung der Phasenraumpunkte zur Anfangszeit mit t, 
bezeichnet. Die am oberen Ende befindlichen Punkte dieser Verteilung besitzen 
einen größeren Impuls p, daher eine höhere Geschwindigkeit und bewegen sich 
demzufolge rascher. Kurze Zeit darauf herrscht die mit i, bezeichnete Verteilung. 
Die Punkte werden an der rechten Wand reflektiert und wandern zurück. Bei t, 
hat sich der Vorsprung der rascheren Punkte (hier am weitesten unten gelegen) 
noch mehr vergrößert. t, zeigt die Verteilung zu einem viel späteren Zeitpunkt. 
Die rascheren Punkte haben inzwischen einen Vorsprung von etwa zwei Umläufen 


r 


Abb. 431.2. Modell für die Entstehung quasistationärer Zustände 


gewonnen. Die Phasenraumpunkte sind ziemlich gleichmäßig über die Energie- 
schicht im Phasenraum verteilt. Die Energieschicht selbst ist von dünnen und 
sich abwechselnden Schichten o = konst. und 0 = 0 durchsetzt. Als Ergebnis 
halten wir fest: Die Dichte o des Anfangsvolumenelements bleibt zwar in sich 
konstant, das Anfangsvolumen jedoch wird zu einer sehr dünnen und weit aus- 
gebreiteten Schicht über den 8E-Bereich des Phasenraums verteilt. Für alle 
physikalischen Fragestellungen, bei denen es nicht auf die genaue Verteilung 
von o in der Energieschicht ankommt, sondern bei denen die Mittelwerte o über 
jeweils nicht zu kleine Volumina ausreichen, besitzt die in i, geschilderte Ver- 
teilung die gleichen Eigenschaften wie eine stationäre, gleichmäßig über die 
Energieschicht ausgebreitete Dichte. In diesem nur wenig eingeschränkten 
Sinn können wir also behaupten, daß ein anfänglich nichtstationärer Zustand 
allmählich in einen stationären Zustand übergeht. 


432 BoLTzmannsche Wahrscheinlichkeit 


Im letzten Abschnitt wurde die Entwieklung einer Gesamtheit vom nicht- 
stationären zum stationären Zustand dargestellt. Jetzt soll eine hierfür charakteri- 
stische Größe aufgesucht werden, die etwas darüber aussagt, welcher von zwei ver- 
schiedenen Zwischenzuständen dem Anfangszustand bzw. dem stationären End- 
zustand näher oder ferner ist. Zu diesem Zweck unterteilen wir die in Abb. 431.1 
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betrachtete Energieschicht ö# des Phasenraums mit dem Volumen AQ ent- 
sprechend 


ARQ=NAN, AR,=AR= () 


in einzelne Teilvolumina AR von gleicher Größe Ah? (Zellen). Hier ist h eine Kon- 
stante von der Dimension einer Wirkung (Impuls mal Ort). Die Zellen AR müssen 
so klein sein, daß sich die interessierenden physikalischen Größen A in ihnen 
nur unwesentlich ändern, aber auch so groß, daß in ihnen Ungleichmäßigkeiten 
der Dichte (wie in Abb. 431.2 zur Zeit t,) bereits ausgeglichen werden. Die Gesamt- 
zahl der in der Energieschicht vorhandenen Zellen ist 


Y=-ARJAR. (2) 
In der »-ten Zelle befinden sich von den M Systemen der Gesamtschar 
AR, 
M,=4AR,e, mit =; far (R,N) (3) 
v 0a vo 9 = Tg, o\ ’ 


im „Zustand‘ ». o, ist der Mittelwert der Punktdichte o über AX,. Ein bestimmter 
Zustand der mechanischen Gesamtheit wird durch die Zahl M, der Punkte 
charakterisiert, die sich in den einzelnen Zellen AR, befinden. 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei willkürlichem ‚Hineinwerfen“ der 
Phasenraumpunkte in die Energieschicht gerade ein ganz bestimmter, durch 
M,,M,.... My charakterisierter Zustand entsteht. ist 


M! er RN (er Re 


PT yian MN AR AR 10 


(4) 


Diese Formel wurde in (414.3) für zwei Teilvolumina bereits angegeben. (Die 
dortige Beschränkung auf dreidimensionale Volumina ist unerheblich.) Für 
mehrere Teilvolumina erhalten wir (4) durch Erweiterung mit den entsprechenden 
Faktoren. (4) läßt sich in folgender Form zusammenfassen: 


PER... )” 
AQ2 " 


zu, ll 


v 


Im rechten Produkt steht die Wahrscheinlichkeit dafür, daß M, Teilchen in 
numerierter Folge zufällig in die Zelle AR, des Gesamtvolumens AQ geraten. 
Der davorstehende Faktor enthält die weiteren durch Permutation entstehenden 
Möglichkeiten. Da alle Zellen gleich groß sind, läßt sich der rechte Faktor von (5) 
mit (2) leicht auswerten: 


a) an) 6 


Der unwahrscheinlichste Zustand der Gesamtheit (mit kleinster Wahrscheinlich- 
keit wnin) besteht: darin, daß alle Phasenraumpunktesich in einer einzigen Zelle AN, 
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befinden. Win ist wegen 0!=1!=]1 


M!/AR,\M ea 
Wnıin na) -yM (7) 


und stimmt, unabhängig vom gewählten u, mit (6) überein. 


Als BoLtzmannsche Relativwahrscheinliehkeit definieren wir die Größe 


Sie ist mindestens Eins wegen w = win und gibt an, um wieviele Male wahr- 
scheinlicher ein durch M,...M,... charakterisierter Zustand der Gesamtheit 
ist als der unwahrscheinlichste. Wir betrachten entsprechend Abb. 431.1 eine 
Gesamtheit, deren Anfangszustand darin besteht, daß sich alle M Systeme in 
ein und derselben Zelle AR, befinden. Dann ist in diesem Zustand w = win und 
daher WD = 1. Im nächsten Augenblick hat einer der Phasenraumpunkte AR, ver- 


lassen, und WD geht in an 


über. Für die weitere Entwicklung dieses Systems ist es nach den Ausführungen 
von [431] um viele Male wahrscheinlicher, daß weitere Phasenraumpunkte die Zelle 
AN, verlassen als daß sie alle in AR, bleiben oder sich wieder anderweitig in der 
Energieschicht neu konzentrieren, sodaß im Zeitablauf weiterzunimmt. Im End- 
zustand (Seifenschaum) sind alle AR}, gleichmäßig mit Phasenraumpunkten belegt. 
Dann ist (mit M > Y; denn die Zahl M der betrachteten Systeme kann immer 
beliebig groß gemacht werden) die Punktzahl M,= M/Y überall gleich groß, 
und (8) geht mit (416.11) näherungsweise in 


M! M „\M M 
ID <= um® (ar?) =r 2 


über. Dabei wird w = 1. Das System hat also im stationären Zustand den Zustand 
größter Realisierungswahrscheinlichkeit erreicht. (Das Ergebnis w #1 gilt nur in 
der Näherung (416.2), also bis auf Faktoren M bzw. 1/M. In der Tat liefert die 
Verwendung der genaueren Stiruinsschen Formel (416.11) w & 1/MF?. Trotzdem 
bleibt auch dann natürlich w >>> win wegen YY > MF? für M> Y.) 


Diese Betrachtungen legen es nahe, für den Zeitablauf einer niehtstationären 

Gesamtheit die Bedingung 

dw 

“20 a) 
zu fordern. Danach verläuft die zeitliche Entwicklung des Systems stets von Zu- 
ständen geringerer Wahrscheinlichkeit für zufällige Realisierung zu solchen 
größerer Wahrscheinlichkeit. Der stationäre Endzustand des Systems wird 
dadurch charakterisiert, daß /Ü in diesem Zustand ein Maximum besitzt. 
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433 Statistische Definition der Entropie 


Es geht jetzt darum, die in den letzten Abschnitten bei mechanischen Gesamt- 
heiten studierten Erscheinungen auf thermodynamische Systeme zu übertragen. 
In der Thermodynamik haben wir es nur mit solchen Eigenschaften eines Systems 
zu tun, die keine sehr genaue Kenntnis aller Anfangsbedingungen des Systems 
benötigen. Diese Einschränkung, mit der thermodynamische Betrachtungen 
verbunden sind, erlaubt uns, anstatt des einen Systems mit fest vorgegebenen 
Anfangsbedingungen eine mechanische Gesamtheit von Systemen zu betrachten, 
die alle ähnliche Anfangsbedingungen besitzen und im Anfangszustand z.B. 
durch Abb. 431.1 charakterisiert werden. (Für ein Gas könnte dieser Anfangs- 
zustand z.B. darin bestehen, daß sich alle Moleküle in einer Ecke des zur 
Verfügung stehenden Volumens befinden.) Während das thermodynamische System 
erfahrungsgemäß vom Anfangszustand über irreversible Änderungen in einen 
thermodynamischen Gleichgewichtszustand übergeht, durchläuft die das thermo- 
dynamische System beschreibende Gesamtheit nichtstationäre Zustände und 
endet nach [431] und [432] schließlich in einem stationären bzw. quasistationären 
Endzustand. Hieraus ergibt sich, daß irreversible Vorgänge durch nichtstationäre 
Gesamtheiten und thermische Gleichgewichtszustände durch stationäre Gesamt- 
heiten beschrieben werden müssen. 


Während sich bei der mechanischen Gesamtheit die in (432.8) definierte Wahr- 
scheinlichkeit /Ö für zufällige Realisierung ständig vergrößert und schließlich 
ein Maximum erreicht, besitzt beim thermodynamischen System die Entropie S 
die gleichen Eigenschaften. Es wird sich sogleich herausstellen daß sich aus [6] 
eine Größe bilden läßt, die auch sämtliche übrigen Eigenschaften mit der Entropie 
gemeinsam hat. In anderen Worten: Bei der Beschreibung thermodynamischer 
Systeme durch mechanische Gesamtheiten läßt sich die Entropie 8 als Funktion 
der Wahrscheinlichkeit /Ö darstellen. 


Die Entropie S soll sich bei nichtstationären und stationären Gesamtheiten 
entsprechend 


(1) 


verhalten. Diese Eigenschaft stimmt mit der entsprechenden (432.11) von IO 
überein. Demnach muß die Entropie eine monoton wachsende Funktion 
S = f(lÖ) der Wahrscheinlichkeit /Ö sein. Weiter muß die Entropie eine ex- 
tensive Größe sein. Bestehen die in der Gesamtheit enthaltenen mechanischen 
Systeme aus zwei Untersystemen 1 und 2, so gilt für die kombinierte Entropie 


Se=9ı +9 löjs = lO, V5;: (2) 
Daneben sind die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten /O angegeben. Da 


der Zustand im Teilsystem 1 statistisch unabhängig von dem im System 2 ist, 
wird lO, , gleich dem Produkt von WD, und /O,. Gleichung (2) stellt eine Forderung 
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an den monotonen Zusammenhang 8 = f(lÖ) zwischen 8 und /Ö, die nur durch 
S = C In lÖ erfüllt werden kann. In der Thermodynamik besitzt $ die Dimension 
der BoLrzmannschen Konstanten k. Es kann daher 


Sy=kinld (3) 


für die Entropie Sy, der Gesamtheit angesetzt werden. Sy ist positiv definit 
wegen lÜ>1. 


Schließlich bleibt zu bedenken, daß die in (3) definierte Entropie Sy, die ja 
wegen (2) eine extensive Größe ist, proportional zur Zahl M der insgesamt in-der 
mechanischen Gesamtheit betrachteten Systeme sein muß. Da diese Zahl M aber 
ohne physikalische Bedeutung ist, verwenden wir lieber 


| S-ZinlÖ=kl VID, | (4) 


die mittlere Entropie irgendeines einzelnen zur Gesamtheit gehörenden Systems. 
Anschließend wird sich noch explizit zeigen, daß die in (4) definierte Größe $ 
von M unabhängig ist, wie erwartet werden muß, so daß zur Grenze M > 
übergegangen werden kann. 


Durch (4) ist die Entropie des thermodynamischen Systems rein statistisch und 
unabhängig vom Vorhandensein oder Nichtvorhandensein von stationären Gleich- 
gewichtszuständen definiert. An diesem Ergebnis (4) ist bemerkenswert, daß es 
die Entropie eines Systems auch außerhalb von Gleichgewichtszuständen definiert, 
im Gegensatz zur Thermodynamik. Insofern bedeutet (4) gleichzeitig eine 
Erweiterung des Entropiebegriffs. Die Auswertung von (4) kann über die 
STIRLINGsche Formel (416.11) erfolgen. Sie liefert für I zunächst 

ct ee a 1 
ITM,!  IIM,fe»  ITme  IIMMye 


(5) 


Nehmen wir M in (4) in den Logarithmus hinein, so entsteht dort 


4 — 1 1 
VO = Tyan — To’ (6 


also ein Ausdruck, der nicht mehr von der Gesamtzahl .M der betrachteten Schar 
abhängt, sondern nur noch von den Wahrscheinlichkeiten w, = M,/M dafür, 
daß die Messung einer physikalischen Größe A den zur Phasenraumzelle AR, 
gehörigen Wert A, liefert. (Diese w, sind von der in [432] eingeführten Größe w 
wie auch von /Ö streng zu unterscheiden!) Die endgültige Auswertung von (4) 


führt mit (6) auf 
15--+ 0 nw20. 


Hier wird die Entropie $S durch die zum jeweiligen Zustand der Gesamtheit 
gehörenden Teilwahrscheinlichkeiten w, allein bestimmt. 


(7) 
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Im stationären Endzustand (432.10), in dem eine Energieschicht des Phasen- 
raums gleichmäßig belegt ist, entsteht aus (4) und (432.10) für die Entropie 


ee S=-S.=klaY=-km | (8) 


mit Y als Anzahl der Phasenzellen (Quantenzustände) in dem zur Energie- 
schicht ö$E gehörigen Phasenvolumen A. 


434 Zeitablauf der Entropie 


Das durch eine bestimmte Dichteverteilung o(R, t) bewirkte Verhalten der 
Entropie im Zeitablauf soll nunmehr quantitativ untersucht werden. S ist nach 
(433.7) und (432.3) durch die Gleichungen 


S=-—-kN winw, w, = Et M,=AN, o,(t) (1) 


mit o verknüpft. Durch 0, wird entsprechend 
AN, 


9) = gr [ ARER,N = gr [ AR ER, 06,00) (2) 


die mittlere Dichte der Phasenraumpunkte in der Phasenzelle AR, dargestellt. Die 
am Schluß dieser Gleichung eingeführte Größe ist durch 


\ in AR, 


= (3) 
0 außerhalb 


definiert. Die Gesamtzahl der Systeme innerhalb der Gesamtheit (der Phasen- 
raumpunkte) ist mit diesen Größen entsprechend 


AR, x 
M= SM,= DAR, = [ARo= ARE, N) (4) 
verknüpft. 
Mit (2) wird die Entropie (1) durch 
ARE, Kfm. ARE 
einen Z (5) 


beschrieben. Außerdem wird hier die durch 


AR, = I 0,(R) od faRo=M (6) 
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definierte ‚‚Treppenstufenkurve‘“ eingeführt, die in jeder Phasenzelle A%t, den 
konstanten Wert o, besitzt. Wir führen ferner durch 


(M) 
die Differenz ög zwischen 5 und o ein. 
Mit (7) läßt sich die Entropie (5) in der Form 


Sin FakerT {In FR +ine+ m|ı % || =94%+% (8) 


durch drei Terme darstellen. Für den ersten gilt 


= kin (9) 
Die Zeitabhängigkeit des zweiten Terms wird durch 
R k __ 80 delno do ı _ 
fan, md-y anne g Rn 


= AR ae 


bestimmt. Dabei wird die Kontinuitätsgleichung (424.14) und die Inkompressi- 
bilitätsbedingung (424.16) verwendet. Schließlich bleibt nur ein Term übrig. der 
sich mit dem Gaussschen Satz [T 459] in ein Oberflächenintegral überführen 
läßt und verschwindet. 


Betrachten wir die Entropie im Grenzfall kleiner Phasenzellen AR — 0, so 
wird ö = o, und der Term S, in (8) verschwindet. Die Terme $, und $, aber sind 
beide zeitlich konstant. In dieser Näherung ändert sich die Entropie also im Zeit- 
ablauf nicht. Außerdem wird 5, > + o für AR — 0. Bei der Entropie ist dieser 

srenzübergang also zu vermeiden. 


Es bleibt noch die mögliche Änderung des dritten Terms von (8) zu untersuchen. 
Für diesen gilt 


S,= — W vfarem|ı+ | 
k ö 
=- [are al) 


Das Zeichen > gilt, weil allgemein (für 
x >—1, also ö60 >—o und somit 5:> 0) 


In1+2)<x für |«l=0 (12) 


Abb. 434. ist. wie aus der nebenstehenden Ab- 
Außer bei x = 0 ist stets «> In(l1 4x) bildung sofort entnommen werden kann. 
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Somit gilt 
520 für |öol>0. (13) 


Dieser Term verschwindet natürlich für ö = o. Ist dagegen irgendwo im Phasen- 
raum ö0=#0, so ist S, positiv. 


Die Eigenschaft (13) von S, verwenden wir für folgende Überlegung: Unseren 
Kenntnissen entsprechend sei die Phasenverteilung bei t = 0 gemäß o(R, 0) = 
ö(R, 0) durch eine Stufenfunktion vorgegeben. Im Zeitablauf befolgt o(R, i) 
die Kontinuitätsgleichung. 5(R, t) dagegen gewinnen wir, indem wir die Mittel- 
wertbildung (6) zu jeder Zeit i erneut durchführen. Im allgemeinen aber besitzt 
o(R, dt) bereits nicht mehr die Form der ursprünglichen Stufenfunktion, so daß 
OR, dt) HR, öt) wird und demzufolge 


|ss-58,= 0 für 5t>0 (14) 


gilt. Das Gleichheitszeichen bleibt der stationären Verteilung vorbehalten. 


Bei nichtstationären Verteilungen dagegen nimmt $S, ständig zu und erreicht 
schließlich einen Maximalwert in dem in [431] beschriebenen quasistationären 
Endzustand. War o(R, 0) = 0,6,(R) der auf eine einzige Zelle u konzentrierte 
Anfangszustand der Gesamtheit, mit o, aus 


M=fARER,0) = AR: (15) 


so stellt o(R, oo) eine Funktion dar, die überall in der Energieschicht aus Ge- 
bieten o = o, und p = 0 besteht. Die ersteren sind wie ein feiner Schaum über 
alle 7 = AQJAR Phasenzellen der Energieschicht verteilt. Daher wird 5 un- 
abhängig von R bzw. u, und es gilt 


M=[ARS=-AQS=YARD, (16) 


so daß ö = 0,/Y folgt. o In ö/o kann an Orten mit o+ 0 (und daher stets) durch 
olnY-! ersetzt werden. Für den quasistationären Endzustand folgt daher 


k ö k 
ia S=-y [äRen  - -  [ARenY"'=khr, (17) 
in Übereinstimmung mit (433.8). Unter den vorliegenden Anfangsbedingungen 
e(R,0) = H,(R)AR/M kompensieren sich die in (8) definierten Größen 8, und 8, 
zu 8, +8,=0. Da diese Größen zeitunabhängig sind, folgt für alle Zeiten 8, = 8 
und die Gesamtentropie des Endzustandes ist auch hier 


42 
W’ 


AR 
|s(=) knYy-klnZ-kln (18) 


in Übereinstimmung mit (433.8). 
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435 Quasistationärer Endzustand 


Das Endschicksal einer anfangs im Intervall öZ beliebig vorgegebenen Ver- 
teilung besteht nach den Ausführungen von [431] und [432] in einer Verzerrung 
der Anfangsverteilung über die gesamte Energieschicht hinweg. Für nicht zu 
kleine Zellen AR, bedeutet dies, daß die in (432.3) eingeführte mittlere Dichte o, 
für alle » gleich groß wird. Diese scheinbar gleichmäßige Verteilung bezeichnen 
wir als quasistationären Endzustand, der sich vom stationären Zustand selbst 
praktisch nicht mehr unterscheidet. 


Die Aufgabe, einen solchen stationären Endzustand zu bestimmen, besteht in 
der Bereehnung der Wahrscheinlichkeiten w, zu den verschiedenen AR,. Da 
dieser Endzustand aber nach (432.11) und (433.1) darin besteht, daß /Öund Sein 
Maximum besitzen, könnte man versuchen, die w, durch diese letztere Eigenschaft 
zu berechnen. Gegeben ist das Energieintervall ö&E, und berechnet werden die w, 
aus der Forderung, daß /Ö bzw. S ein Maximum besitzen soll. Diese Aufgabe 
wurde am Schluß von [432], [433] und auch von [434] bereits gelöst. Dort konnte 
jeweils gezeigt werden, daß /Ö und damit auch 8 bei völliger Gleichverteilung 
ein Maximum besitzt, wenn also alle M, und damit auch alle w, in der be- 
trachteten Energieschicht 6E gleich groß sind. 


Die betrachtete stationäre Gesamtheit, bei der eine gegebene Energieschicht 6E 
gleichmäßig mit Phasenraumpunkten belegt wird, heißt mikrokanonische Gesamt- 
heit (‚„mikro-‘“, weil nur ein sehr kleiner Ausschnitt des Gesamtphasenraums 
betrachtet wird). Sie ist zu unterscheiden von der kanonischen Gesamtheit, die 
einer ganz bestimmten stationären Verteilung der Phasenraumpunkte im gesamten 
Phasenraum entspricht. Während die mikrokanonische Gesamtheit ein ab- 
geschlossenes System mit gegebener Energie darstellt (6# darf sehr klein gewählt 
werden), wird die kanonische Gesamtheit verwendet, um den stationären End- 
zustand eines Systems im Wärmebad zu beschreiben. In diesem Fall steht das 
System im Energieaustausch mit dem Wärmebad, und seine Energie unterliegt 
Schwankungen. Sie kann daher durchaus vom Mittelwert 


E= N E,w, Sw-1 (di) 


v 


abweichen. 


Die w, der kanonischen Gesamtheit berechnen wir durch Variation der Entropie 
(433.8) unter Wahrung der beiden in (1) enthaltenen Nebenbedingungen nach 
der von [315] her bekannten Methode der LaerAangzschen Parameter. Aus 
Zweckmäßigkeitsgründen bezeichen wir diese mit k Ind und k(InC + 1), so daß 
die Variationsbedingung lautet 


| 918 +Einc+ 1.20, + Em92}=0. &) 
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Beim Einsetzen von (1) und (433.7) entsteht hieraus 
Nköw(—Inw—1l+MmC+1+E,nd)=0. (3) 


v 


Wegen der willkürlichen Wählbarkeit der ö$w, müssen alle Koeffizienten der sw 


verschwinden. Hieraus entsteht 
| w,—= 00#, 


als Bedingung für die w,. C kann durch die Normierungsbedingung (1) bestimmt 
werden, so daß 


(2 


(4) 


Ey 


u ur, (5) 


nur noch vom sogenannten inneren Parameter 9 des Systems allein abhängt. 
Beim Einsetzen in E entsprechend (1) entsteht 


m. (6) 
Die zu den verschiedenen Phasenraumzellen AR, gehörenden E, sind reine 
mechanische Eigenschaften des betrachteten Systems. Sie haben nichts mit seinem 
jeweiligen thermodynamischen Zustand zu tun. Daher zeigt (6), daß, abgesehen 
von der physikalischen Beschaffenheit des Systems, der innere Parameter # allein 
durch den jeweiligen Wert der mittleren Energie E gegeben ist. 9 hängt daher eng 
mit dem Temperaturbegriff zusammen. 


Mit der Berechnung der w, in (4) sind alle Voraussetzungen geschaffen, um die 
Aufgabe der statistischen Mechanik in Angriff zu nehmen, Seharmittelwerte 


| ÄA= 3 A,w, (7) 


für stationäre Gleichgewichtszustände mit Hilfe von (4) zu berechnen. Wir fahren 
im nächsten Kapitel jedoch nicht in diesem Sinne fort, sondern beginnen nochmals 
mit einer grundsätzlichen Betrachtung stationärer Gesamtheiten. Das hat neben 
dem didaktischen Vorteil, diesen etwas schwierigen Stoff von mehreren Seiten 
her zu verstehen, einen weiteren Vorzug: Die Betrachtung der stationären Gesamt- 
heiten für sich allein ist der thermodynamischen Betrachtungsweise besser an- 
gepaßt, da die Thermodynamik im engeren Sinne eine Theorie der Gleichgewichts- 
zustände allein darstellt. 


44 Das stationäre Gleichgewicht 


Zusammenfassung: Zur Beschreibung thermodynamischer Gleichgewichtszustände 
sowie zur Ableitung der Hauptsätze der Thermodynamik werden nur noch stationäre Gesamt- 
heiten betrachtet. Die im Energieintervall &# verteilte mikrokanonische Gesamtheit ent- 
spricht dem wärmeisolierten System. Die im ganzen Phasenraum verteilte kanonische Giesamt- 
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heit wird bei vorgegebener mittlerer Energie (durch das Wärmebad) mit Wahrscheinlichkeiten 
w, = 9®” beschrieben. # ist der „‚innere‘‘ Parameter des Systems. Sein Zahlenwert wird durch 
das Wärmebad festgelegt. Die wichtigsten Scharmittel lassen sich durch partielle Ableitungen 
der Zustandssumme < konstruieren. Ändern sich äußere und innere Parameter des Systems, 
so ändert sich dem I. Hauptsatz entsprechend auch seine Energie. Die zugeführte Arbeit 
wird durch 84 = (Ind)-"!d ln Z beschrieben, die Wärmemenge durch ö6Q = 7(9)dS. r ist 
die von d allein abhängende thermodynamische Temperatur, und dSist ein totales Differential. 
Die berechnete Größe $ stimmt mit der in [433] definierten Entropie überein. Mit dem I. und 
II. Hauptsatz ist die Thermodynamik statistisch begründet. Der III. Hauptsatz stellt an 
das System Forderungen, die von der klassischen Mechanik nicht erfüllt werden können 
und zur Quantenmechanik führen. Alle Formeln sind so dargestellt, daß sie für die klassische 
Statistik und die Quantenstatistik gleichermaßen gelten. 


441 Stationäre Gesamtheiten 


Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, die Hauptsätze der Thermodynamik 
aus der statistischen Mechanik herzuleiten. Hierzu bestehen folgende Voraus- 
setzungen: Wir können ein thermodynamisches System als atomar-mechanisches 
System auffassen, bei dem die genauen Anfangsbedingungen weder bekannt noch 
für die zu machenden Aussagen sehr wichtig sind. Dadurch wird es möglich, 
thermodynamische Systeme durch mechanische Gesamtheiten zu beschreiben, 
die durch eine Punktverteilung im Phasenraum repräsentiert werden. Die 
kontinuierlich gedachte Punktverteilung wird durch eine Verteilungsfunktion 
o(R, t) beschrieben, die den jeweiligen Zustand der mechanischen Gesamtheit 
und damit die jeweilige thermodynamische Situation charakterisiert. 


Für die zeitliche Änderung der Dichteverteilung wurde aus der Kontinuitäts- 
gleichung (424.14) und der Inkompressibilitätsbedingung (423.16) die Beziehung 


ER, = - —-® 1) 


hergeleitet. Je nachdem, ob o zeitunabhängig ist oder nicht, ob (1) also ver- 
schwindet oder nicht, sprechen wir von stationären oder nichtstationären mecha: 
nischen Gesamtheiten. Die nichtstationären Dichten wurden in [43] genauer 
untersucht. Bei ihnen beschreibt die zeitliche Änderung 6 irreversible Zustands- 
änderungen des thermodynamisehen Systems. Im Zeitablauf gehen die nicht- 
stationären Dichten in quasistationäre Verteilungen über, die im Rahmen der 
Statistik den stationären Verteilungen gleichwertig sind. Die nichtstationären 
Dichten beschreiben also keine thermodynamischen Gleichgewichtszustände. Für 
die Beschreibung der letzteren kommen nur stationäre Gesamtheiten in Betracht. 
Sie werden im vorliegenden Kapitel untersucht. 


Gleichung (1) läßt die Bedingungen dafür erkennen, daß eine Dichte stationär 
ist. Der Gradient von o(R) muß überall im Phasenraum orthogonal zum Ge- 
schwindigkeitsfeld ®(N) sein. Das System wird als konservativ vorausgesetzt; 
U(R) ist also nach (423.9) zeitunabhängig. Sowohl für die HamıtronfunktionY} (R) 
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als auch für irgendeine andere Erhaltungsgröße A(R) gilt nach (423.21) 


Allee. EN 
Wir erhalten daher stationäre Dichten, wenn wir o(R) so einrichten, daß 
90 _ aH 80 _ 94 
Frl er ne ie; @) 


mit beliebigen Funktionen f und g gilt. 
Gleichung (3) wird durch den Ansatz 


er) = eIHR)] (4) 


erfüllt, mit o(#) als irgendeiner beliebigen Funktion (eines einzigen Arguments!). 
Bilden wir nämlich den Gradienten von (4), so folgt nach der Kettenregel 


do do IH (5) 


IR AN OR 


in Übereinstimmung mit (3), wobei f(R) die spezielle Form do/dH hat. Übrigens 
ist (4) die einzig mögliche Form für f, weil andernfalls o in (3) nicht eindeutig (inte- 
grabel) wäre. Die stationären Dichten (4) haben die Eigenschaft, daß die Dichte o 
innerhalb jeder Energieschicht konstant ist und sich nur von Energieschicht zu 
Energieschicht ändert. Dieses Resultat ist in keiner Weise überraschend. Es wurde 
bereits durch die Modellüberlegungen am harmonischen Oszillator in [421] 
und [422] nahegelegt. Auch die Untersuchungen in [43] zeigten, daß gerade solche 
Dichten o, die die Bedingung (4) nicht erfüllen, sondern zur Anfangszeiti= 0 in 
einem kleinen Bereich der Energieschicht konzentriert sind, nichtstationäre Dichten 
sind, die im Zeitablauf allmählich in quasistationäre Dichten von etwa dem Typ (4) 
übergehen. Ein wärmeisoliertes thermodynamisches System, dessen Energie im 
Intervall öE zwischen E und E — öE liegt und das sich außerdem im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht befindet, kann demzufolge durch eine stationäre 
Dichte vom Typ (4) in der speziellen Form 


inöE 
HR] = | : in (6) 


außen 


beschrieben werden. Diese Punktverteilung ist die mikrokanonische Gesamtheit. 


Es muß darauf hingewiesen werden, daß es neben (4) weitere stationäre Lösun- 
gen geben kann. Besitzt das System zum Beispiel wie in (2) und (3) eine weitere 


Erhaltungsgröße A, so ist auch 
ER) = eLAR)] (7) 


eine stationäre Dichte mit beliebigen Funktionen o(A). Von dieser Art ist eine 
Dichte, die nur innerhalb einer Schicht 6A des Phasenraums von Null verschieden 
und dort konstant ist. Schließlich erhalten wir auch stationäre Dichten mit 
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Funktionen, die beiden Bedingungen in (3) genügen. So z. B. ist die in Abb. 441 
dargestellte Dichte 

Aasız 0% in6E,8A (8) 

TR AN = 0 außerhalb 

stationär, weil ihre Phasenraumpunkte weder das eine noch das andere 
Intervall verlassen können und weil die Dichte im Inneren wegen der Inkom- 
pressibilitätsbedingung (423.16) konstant bleiben muß. Das Vorhandensein 
einer zweiten Erhaltungsgröße sorgt also in (8) dafür, daß 
eine Dichte auch auf einem Teilvolumen der Energieschicht SE 
stationär sein kann. Diese Möglichkeit spielt bei der thermo- 
dynamischen Beschreibung hochangeregter Atomkerne 
(Kernverdampfung) eine Rolle, weil hier neben der Energie AA 
auch die Komponenten von Gesamtimpuls, Gesamtdreh- Abb. 2. Bunkteeik 
impuls und Anfangsschwerpunkt Erhaltungsgrößen sind. geilung im Phasen- 
Dort ist man auch genötigt, im Rahmen der mikro- raum, wenn A und E 
kanonischen Gesamtheit nur entsprechende Teilvolumina Erhaltungsgrößen des 
einer Energieschicht ö# zu betrachten, die den übrigen Systems sind 
Erhaltungsgrößen gerecht werden. Unterläßt man die Be- 
achtung derartiger Nebenbedingungen, so wird die statistische Theorie zwar 
nicht falsch, aber man treibt insofern eine schlechtere Statistik, als man nicht alle 
zur Verfügung stehende Kenntnis in die statistische Verteilung 0 (R) eingebaut hat. 


Schließlich gibt die Betrachtungsweise noch Anlaß zu prinzipiellen Bedenken 
gegenüber der Methode, thermodynamische Systeme durch stationäre Gesamt- 
heiten zu beschreiben. Bekanntlich [T 432] besitzt prinzipiell jedes mechanische 
System mit f Freiheitsgraden auch 2/ Integrationskonstanten, die als „Erhaltungs- 
größen‘‘ angesehen werden können und daher im Sinne von Abb. 441 die Energie- 
schicht so vielen Nebenbedingungen unterwerfen, bis schließlich nur die eine 
vom System durchlaufene Kurve zurückbleibt. Das bedeutet, genaugenommen 
durchläuft das einzelne System eben doch nur eine eindimensionale Punktmenge, 
nämlich die Bahnkurve im Phasenraum, und kann daher unmöglich eine ganze 
Schicht im Phasenraum gleichmäßig erfüllen. Die Beschreibung (6) des Systems 
durch eine gleichmäßig belegte Energieschicht stellt letzten Endes nur einen 
Notbehelf dar. Er ist dadurch charakterisiert, daß wir in die angesetzte Dichte- 
verteilung o(R) unsere vorhandene Kenntnis (Energie, ... .) maximal einbauen 
und die mangelnde Kenntnis durch Annahmen von minimaler Willkür (o konstant 
innerhalb der Schicht) ersetzen. 


442 Mikrokanonische Gesamtheit 


Bei der mikrokanonischen Gesamtheit werden die Scharmittel einer physika- 
lischen Größe A (N) nach wie vor aus (424.7) berechnet. Hängt A nur über E=H(R) 


16 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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von Ri ab, wie das oftmals gerade bei den thermodynamisch interessanten Größen 
der Fall ist, so gilt 
7 _ AR eLE(R)]ALER)] 


SAR EIER] 


(1) 
o ist hier durch 
e(E) = 


| 0% inöE @) 


0 außen 
gegeben. 


Zunächst denken wir uns in (1) alle Integrationen bis auf dE durchgeführt. 
Dabei wird AR durch 
faR...=[aR' fie)... (3) 
ersetzt, so daß 
faE' f(E') e(E') A(E') 


de 
Jar IE’) e(®') 


(4) 


entsteht. o(E) von (2) sorgt dafür, daß die Integrationen auf das Intervall 
Ez E'= E — ÖE beschränkt bleiben. 


Die noch unbekannte Funktion f(E) wird zunächst für ein ideales Gas von 
N Teilchen gleicher Masse untersucht. Dessen Energie ist 


E= 1 2 2 21) — R? 5 
=, htp+ +mM=5%: (5) 


R ist der Radius einer 3 N-dimensionalen Kugel im Impulsraum, an deren Ober- 
fläche alle Phasenraumpunkte zur Energie E liegen. Das Phasenraumvolumen 


ist nach (415.1) 
3N 


2(B)=fAr,...diydp...dpy=V Na EN VNay(2mE)?. (6) 
Hieraus entsteht für die in (3) eingeführte Funktion 
3N 
(D=-S4=-0H: "". M) 


Die Konstanten x und C' sind hier ohne Belang, da sie aus (4) herausfallen. Für 
3N = 10% ist dies eine ungeheuer rasch ansteigende Funktion. 


Der kinetische Energieanteil sorgt auch bei anderen physikalischen Systemen 
dafür, daß Q(E) und f(E) entsprechend rasch mit der Energie E wachsen. Da 
die Funktion nur in einem sehr kleinen Intervall benötigt wird, kann analog zu (7) 
der Potenzansatz 

ae) _ 


IE) = EZ =(E? in E-SE<sE<E (8) 
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gemacht werden, mit Z als einer Zahl von der Größenordnung N, deren genauer 
Wert von Fall zu Fall verschieden ist (ideales Gas: Z+1 = 3N]J2; System 
harmonischer Oszillatoren: Z+1=3N). 
Für die Werte von f und 2 an den Intervallenden gilt 
NME-SE)<R(E 
I<N für ExsucH, (9) 

KE—-6E)<f(E) 
wie für große Zahlen Z in (415.6) bewiesen und in Abb. 415 veranschaulicht 
wurde. Dies hat in den Integralen (4) zur Folge, daß entsprechende Beiträge 
von f(E') für E' <E— 8E vernachlässigbar klein sind und daher ohne Schaden 


hinzugefügt werden können. Damit können diese Integrationen auf das gesamte 
von E umschlossene Phasenvolumen ausgedehnt werden, so daß 


E<E 
A=A2(E)* [ dB'f(E') A(#') (10) 
für die Scharmittel der mikrokanonischen Gesamtheit gilt. 
Speziell für die mittlere Energie entsteht 


E<E 
E=Q(B)' [ dE'f(E)E. (11) 
Die Auswertung über (8) liefert 
CEZ+1 u CE?2+:2 
AM- ZT [ ıwrey#- Zi (12) 
Daraus entsteht unter der bisherigen Voraussetzung Z> 1 
m Z+1l 
E=Egys »E. (13) 


Dieses triviale Resultat, nach dem Z mit der oberen Energiegrenze übereinstimmt, 
wird natürlich dadurch hervorgerufen, daß f(E) hier ein sehr scharfes Maximum 
besitzt. (Für die mittlere Entropie gilt in dieser Näherung wieder (433.8); jedoch 
darf für Y nun die Zahl aller Phasenraumzellen mit Energien E’<E eingesetzt 
werden, und für AQ das zugehörige gesamte Phasenraumvolumen.) 


443 Kanonische Gesamtheit 


In Abb. 443.1 wird ein System 1 betrachtet, das mit einem zweiten sehr großen 
System 2 in Energieaustausch steht. Vom zweiten 
System wird lediglich vorausgesetzt, daß es sehr 
viele atomare Freiheitsgrade besitzt (und daher 
wie in der Thermodynamik die Rolle eines 
Wärmereservoirs spielt). Wir betrachten den Abb. 443.1. System 1 im Energie- 
thermodynamischen Gleichgewichtszustand und austausch mit dem Wärmebad 2 
16* 
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beschreiben ihn entsprechend (441.4) durch eine stationäre Dichte o. Das System 1 
allein besitzt hier keine eindeutig vorgegebene Energie und kann daher auch 
nicht durch die mikrokanonische Gesamtheit (441.6) beschrieben werden. 


Physikalisch interessierende Größen A des Systems 1 (nicht notwendig Er- 
haltungsgrößen) werden durch Scharmittelwerte 


_ [AREA Sarı daR. 01.240 _ FARrem)AU) 


= 1 
JARe Farı AR: E11, 2) JAaRı e) 2 


beschrieben. Streng genommen müssen diese Integrationen durch Summationen 
ersetzt werden, nachdem sich in [434] herausgestellt hat, daß bei der Entropie 
nicht zur Grenze AR — 0 übergangen werden darf. Bei Aufrechterhaltung dieser 
Auffassung sind alle Integrationen nur symbolisch als übersichtliche Schreibweise 
der entsprechenden Summationen zu verstehen. In (1) bedeutet o = o (1, 2) die 
Dichteverteilung im Gesamtphasenraum des aus 1 und 2 bestehenden Systems 
von Abb. 443.1. Die Volumenelemente dX%, und dt, enthalten die zu den 
Systemen 1 und 2 gehörigen Koordinaten. Da A nur von den Koordinaten 1 
abhängt, kann der Scharmittelwert (1) durch eine vereinfachte Dichte 


ol) =fAR,E(1,2) (2) 


dargestellt werden. Sie entspricht der Punktverteilung in dem zum System 1 
gehörenden Unterraum 1 des aus 1 und 2 bestehenden Gesamtphasenraums 
(Produktraum). 
Das aus 1 und 2 bestehende Gesamtsystem beschreiben wir entsprechend 
(442.2) durch die mikrokanonische Gesamtheit 
0% inöE 


-0(1,2) = 3 
Zi F außerhalb. 


Die Gesamtenergie des Systems setzt sich aus den Energien E, und E, zusammen. 
Sie wird als bekannt vorausgesetzt und soll entsprechend 


E-SE<(B,+B)<E (4) 


zwischen gegebenen Größen E — öE und E liegen. Auch o (1) in (2) ist eine statio- 
näre Diehte und als g(E,) darstellbar. Für einen jeweils betrachteten und daher 
festgehaltenen Wert E, in (2) kann die dortige Integration dR%, nur über eine 
Energieschicht stattfinden, die nach (4) zwischen ,=E —- E,undER=E-E, 
— öE liegt. Diese Integration liefert mit (3) 


E,=E-E, 
o(E)) = [ AR,o(1,2) = BL2,(E —E) - QE—-E,— ö#)], (5) 
E,=E-E,-8E 


also bis auf die unwesentliche Konstante e, die Differenz der Phasenraum- 
volumina 2, des Wärmebades zwischen den Energien E — E, und E—-E,—ÖE. 
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Für die weiteren Überlegungen beachten wir, daß das Wärmebad 2 sehr viele 
Freiheitsgrade enthält, so daß hier die Voraussetzungen von [415] und [416] 
gegeben sind. Analog zu den Betrachtungen an der vieldimensionalen Kugel sind 
wir berechtigt, das kleinere der beiden Phasenvolumina in (5) gegen das größere 
zu vernachlässigen. Die Entwicklung von 2,(E — E,) im Exponenten ergibt: 

0(E,) = 002(E — Eı) = 00 exp{InQ,(E — E,)} 
91nQ BE (% In (6) 
= 000xp [In Q,(Z) — E, ( IE) a ( + 

Um eine Aussage über die Größenordnung der einzelnen Glieder der Reihe im 
Exponenten zu erhalten, führen wir eine sehr grobe Abschätzung durch. Nach 
(442.3, 8 und 12) und unter den Voraussetzungen 

E>E, Zy>1 m 

ist größenordnungsmäßig 
2,= C'(E — B,)? = ('eZintE-E), (8) 
Z ist eine Zahl von der Größenordnung der Freiheitsgrade des Wärmebades, das 
viel mehr Freiheitsgrade als das System 1 enthalten soll. Daher ist auch E, nur 
ein kleiner Bruchteil der Gesamtenergie E. Die Entwicklung des abgeschätzten 
Ausdrucks (8) liefert 


(9) 


Wie in (415.4) entsteht im Exponenten unabhängig von Z eine Entwicklung nach 
Potenzen von E,/E, die unter der Voraussetzung (7) nach dem ersten Glied ab- 
gebrochen werden kann. Beim Übergang zu einem unendlich großen Wärme- 
behälter wird E— oo und Z— oo, aber das Verhältnis E/Z, ein Maß für die mittlere 
Energie pro Freiheitsgrad, bleibt konstant. Bei diesem Grenzübergang divergiert der 
erste Term in (9), der zweite bleibt konstant und der dritte verschwindet. Wie 
der Vergleich von (6) mit (9) zeigt, ist der dritte Term im Exponenten von (6) 
also von der Größenordnung Z/E?, daher kann die gesuchte Dichteverteilung 
durch dnR, 


— —— Eı 
oe(l) = ge" Re dE ) = (98 (10) 


allein angenähert werden. Indem Ergebnis (10) ist bemerkenswert, daßdiezuC'und# 
zusammengefaßten Größen Eigenschaften des Systems 2 sind, obwohl o (1) das 
System 1 beschreibt. Es handelt sich offenbar um Eigenschaften, die dem System 1 
über die Wechselwirkung vom System 2 aufgeprägt werden. C' ist dabei als 
Normierungskonstante ohne Bedeutung, da diese in die Scharmittel (1) nicht 
eingeht. 9, der ‚innere Parameter‘‘ des Systems 1, besitzt in (9) und (10) die 
Form e? mit ö = 9 m 2/dE » Z/E, und ß-! bedeutet größenordnungsmäßig E/Z, 
wie der Vergleich von (6) und (9) zeigt. ß-! ist also ein Maß für die mittlere Energie 
pro Freiheitsgrad des Wärmebades. (Diese Ausführungen werden später noch sehr 
genau präzisiert.) 9 spielt hier in der Statistik also eine ähnliche Rolle wie die 
Temperatur in der Thermodynamik. 
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Mit dem Ergebnis (10) bekommt der Scharmittelwert (1) die Form 


far aa) sm) 
Ä= : al) 
far, Hr) 


Speziell für die mittlere Energie erhalten wir 
n _ JARı Er (R) 99) 
LI: ji AR, HER) ' 


Dieser Ausdruck hängt außer von Z, (R,) nur noch von d ab. E, (R,) ist die Energie 
des Systems 1 an den Phasenraumpunkten NR, , also eine rein mechanische Eigen- 
schaft des Systems 1, die mit dessen jeweiligem Zustand nichts zu tun hat. Für 
den letzteren aber ist # allein verantwortlich. Die mittlere Energie E, eines ge- 
gebenen Systems wird also allein durch #% bestimmt und 9 wiederum durch die 
mittlere Energie pro Freiheitsgrad des Wärmebades. 


(12) 


Die stationäre Dichteverteilung (10) beschreibt als System 1 somit eine Ge- 
samtheit, bei der nicht die Energie, wie in [442], sondern nur die mittlere Energie 
(12) als gegeben angesehen werden kann. Der formale Unterschied zur mikro- 
kanonischen Gesamtheit besteht darin, daß o im ganzen Phasenraum von Null 
verschieden ist, während bei der mikrokanonischen Gesamtheit die Phasenraum- 
punkte nur in der betrachteten Energieschicht ö$Z vorhanden sind. Während also 
das wärmeisolierte thermodynamische System durch die mikrokanonische Ge- 
samtheit beschrieben wird, entspricht die kanonische Gesamtheit einem System 
im Wärmebad mit gegebener Temperatur. Die mathematische Form der mikro- 
kanonischen (442.2) und der kanonischen Gesamtheit (10) ist recht unterschiedlich. 
Trotzdem unterscheiden sich die von ihnen gelieferten Scharmittel (1) fast über- 
haupt nicht. In anderen Worten: Das thermodynamische System besitzt im 
Gleichgewicht praktisch dieselben Eigenschaften, gleichgültig ob es isoliert ist 
oder sich mit einem Wärmebad gleicher Temperatur im Kontakt befindet. Voraus- 
setzung hierfür ist, was bisher nicht gefordert wurde, daß auch das System 1 aus 
sehr vielen Freiheitsgraden besteht. Ist diese Voraussetzung erfüllt, so läßt sich 
die Gleichwertigkeit der kanonischen und der mikrokanonischen Verteilung 
leicht zeigen. Da o(1) in (1) in beiden Fällen nur von der Energie E, abhängt, 
können wir das Phasenraumvolumen 2, analog zu (442.3 und 8) in Schichten 
gleicher Energie unterteilen. Dann ist 


aM, =dNR,o(E,) = FE) o(E,)dE, =Ö(E,)dE, (13) 


die für die Berechnung der Scharmittel (1) charakteristische Zahl von Phasen- 
raumpunkten im Energieintervall dZ,. Wegen f(E,) — E£: besitzt die neben 
dE, in (13) stehende Funktion, wie Abb. 443.2 (rechts) zeigt, beiE, = — Z,/Ind ein 
sehr scharfes Maximum, also dort, wo die Größe E,/Z, (von etwa der Bedeutung 
der mittleren Fnergie pro Freiheitsgrad) einen bestimmten mit d zusammen- 
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hängenden Wert besitzt. Der Scharmittelwert (1) über die kanonische Gesamtheit 
erhält mit (13) die Form 
Jar &(E) AU) 
Ja: CE) 
Die entsprechende Verteilung £(E,) einer mikrokanonischen Gesamtheit ist in 


Abb. 443.2 (links) dargestellt. Auch sie besitzt ein zwar etwas anders geformtes, aber 
ebenfalls sehr scharfes Maximum, da sie nach (442.2 und 8) durch 


aBZı in öE 
0 außerhalb 


(14) 


SH) = | (15) 
gegeben ist. Die Beschreibungen thermodynamischer Systeme durch mikrokano- 
nische oder kanonische Gesamtheiten sind daher physikalisch gleichwertig. Für 
praktische Rechnungen wird der letzteren im allgemeinen der Vorzug gegeben. 


Eine Verfeinerung dieser Überlegungen, die insbesondere den Forderungen 
des III. Hauptsatzes [447] gerecht ) £e) 
wird, kann erst am Schluß von [471] 
besprochen werden. 


Abb. 443.2. Punktverteilung einer mikro- 
kanonischen (links) und einer kanonischen 
Gesamtheit (rechts) in Abhängigkeit 
von E (im Text Z,) 


444 Zustandssumme als Rechenhilfe 


Die weitere Aufgabe der statistischen Mechanik besteht darin, die Scharmittel 
von thermodynamisch interessanten Größen zu berechnen. Wir halten uns zu 
diesem Zweck noch einmal die Gleichungen 


dM=d%e e=o(E) e(E) = Cö® (1) 


vor Augen. dM ist die Zahl der Systeme in der Gesamtheit, die sich in dem 
durch AR charakterisierten Zustand bzw. Volumenelement des Phasenraums be- 
finden. Als zum thermischen Gleichgewichtszustand gehörige Verteilung ist o sta- 
tionär und hängt nur von E ab. Die letzte Gleichung (1) beschreibt die kanonische 
Gesamtheit (im Wärmebad). Unterteilen wir den gesamten Phasenraum in endliche 
Volumenelemente AR, von gleicher Größe, so gehen die Gleichungen (1) in 


M,=4ARo, 0,=0(E,) o(E,)= 00 (2) 


über. o, ist die durch (432.3) definierte mittlere Dichte in AR, mit E,. Bei end- 
licher Unterteilung erhalten wir somit nach Fortlassen der »-unabhängigen 
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Faktoren 
M  ARe, 98, 
TUT,  Irdev (3) 


als Wahrscheinlichkeit w, dafür, daß irgendeine physikalische Größe A(R) den 
Wert A, besitzt. Das allgemeine Scharmittel dieser Größe lautet 


Speziell für Energie E und Entropie S erhalten wir mit (433.7) 
E=\E,w, S=-kYwlw,. (5) 


Diese Größen sind also ähnlich wie (4) gebildet. 


Die thermodynamisch wichtigsten Größen lassen sich allein aus der sogenannten 


Zustandssumme n 
| (0) al (6) 


und ihren Ableitungen bestimmen. Die Ableitung von In.Z nach In # liefert 


nz 9 I,E,d8 


nd md Y,9% =, M 


In ef, in? — 
v 


also die mittlere Energie. Nunmehr bilden wir die zweite Ableitung und erhalten 


91nZ oE ZyE2d#,  (,E,0#Ev)? 


72 2 2 
(ln 9)? 9ln® 3,0 (D,dE E E AE”. (8) 


Dies ist nach (413.4) das mittlere Schwankungsquadrat der Energie, also das 
Schwankungsquadrat über die Kurve der kanonischen Gesamtheit (siehe 
Abb. 443.2). Durch Ableitung von In < nach einem der Energiewerte E, entsteht 


f) rind 
oE, ZödEr 


und damit w, bis auf einen Faktor In#. Das Scharmittel (4) läßt sich also mit (9) 
in der Form 


darstellen. Daneben sind noch die Ergebnisse von (7) und (8) zusammengestellt. 
Natürlich kann E auch, wenngleich umständlicher, in der gleichen Form wie A 
in (10) beschrieben werden. 


Nunmehr betrachten wir die Zustandssumme eines aus zwei unabhängigen, 
also gegeneinander wärmeisolierten, Teilen 1 und 2 bestehenden Gesamtsystems. 
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Jeder Zustand dieses Systems wird durch zwei Indizes », und », charakterisiert. 
Wegen der statistischen Unabhängigkeit der Teilwahrscheinlichkeiten läßt sich (3) 
auf 


Hin den 
3. ge 1 2 11 
w,, vg W,, w, 7,7 Som, ( ) 
= [A 
erweitern. Als Zustandssumme des kombinierten System wird 
ZI, d)=EZ dh) Led) = On dr (12) 


YP2 


eingeführt. Sie enthält zwei voneinander unabhängige innere Parameter d, und d,. 
Die mittleren Energien der Teilsysteme sind dann analog zu (7) 


= olnzZ en olnZ 


&ı= dlnd, = md,’ (13) 


wie die Auswertung unmittelbar zeigt. Bei gegebenen Energien E, und E, sind 
dies die Bestimmungsgleichungen der beiden inneren Parameter d, und d,. Sie 
bestimmen 9, und d, aber nur, wenn E, und F, tatsächlich einzeln und unabhängig 
voneinander vorgegeben werden können, wenn die beiden Teilsyteme also von- 
einander wärmeisoliert sind. 


Befinden sich die Systeme dagegen in Wärmekontakt miteinander, so kann 
nur noch die mittlere Gesamtenergie E allein vorgegeben werden. Die Glei- 
chungen (12) und (13) sind daher nicht ohne weiteres anwendbar. Betrachten wir 
aber beide Systeme zusammen als ein einziges Gesamtsystem, dessen Energien 
E,, + E,, in den durch », und », charakterisierten Zuständen sind, so gilt 


VEr,* En, DE, DEn, 
W,, m Nomi+En = ( om | om (14) 
” 124 


vn 


für die Wahrscheinlichkeiten. Auch hier ist wieder eine Produktdarstellung von 
w,,, wie vorher in (11) möglich, diesmal jedoch mit gleichen Parameterwerten 
9%, = 9, = d. Andererseits kann weder E, noch E, frei vorgegeben werden, sondern 
nur noch die mittlere Gesamtenergie E. Es steht daher auch nur noch eine 
Bedingungsgleichung zur Bestimmung des inneren Parameters 9 zur Verfügung. 


Führen wir 
(0) = 29,0) = L0)Lz(d) (15) 


als Zustandssumme des kombinierten Systems ein, so lautet diese Bedingung 
= _ ImZd _ 9MmZd, 9) 


E olnd oln®d (16) 
[en ne) 
= olnd, oln®, ee 2 


Diese Betrachtungen stellen die gemeinsamen Eigenschaften des inneren Para- 
meters Ö einerseits und der Temperatur andererseits besonders deutlich heraus. 
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445 Der I. Hauptsatz der Thermodynamik 


In der phänomenologischen Thermodynamik besteht die Hauptaussage des 
I. Hauptsatzes darin, daß durch Zufuhr von Arbeit ö& A oder Wärme öQ die innere 
Energie E, eine Kenngröße des Systems, die nur vom Zustand, nicht aber von 
der Vorgeschichte abhängt, verändert wird. Diese Aussage ist im Rahmen der 
statistischen Mechanik trivial, da hier das thermodynamische System als atomar- 
mechanisches System mit konservativen Kräften interpretiert wird, die Energie 
also eine Erhaltungsgröße und damit eine durch den jeweiligen Zustand eindeutig 
bestimmte Kenngröße des Systems ist. An die Stelle des thermodynamischen 
Systems tritt hier wieder die mechanische Gesamtheit. Wir bevorzugen ihrer 
leichteren rechnerischen Darstellung wegen die kanonische Gesamtheit, in der die 
mittlere Energie durch 

DEr 
E = 2 E,u, w= Ser 


1) 


dargestellt wird (künftig, wegen der thermodynamischen Bedeutung von E, 
ohne den Mittelungsstrich). Die Hauptaufgabe beim Nachweis des I. Hauptsatzes 
besteht in der statistischen Mechanik vielmehr darin, in der von (222.3 und 16) 


her bekannten Gleichung 
[aR=54+3Q]| (2) 


die Größen dA und JO eindeutig zu definieren. 


Eine Energieänderung durch $A z.B. kann nur durch äußeren Eingriff in 
das System herbeigeführt werden. Wir führen zu diesem Zweck einen oder mehrere 
äußere Parameter & ein. Deren Bedeutung machen wir uns an folgendem Beispiel 
klar: Wir betrachten ein mechanisches System, dessen Teilchen sich in gegebenen 
Potentialen U (g) bewegen. Eine Änderung dieses an sich vorgegebenen Potentials 
bedeutet einen Eingriff ins System. Ist U(g) zum Beispiel ein Oszillatorpotential 
von der Form £q?, so bedeutet eine Änderung von & eine Änderung des Potentials, 
und dem betreffenden Freiheitsgrad g steht bei gegebener Energie mit wachsendem 
£ nur noch ein kleinerer Bewegungsspielraum zur Verfügung, da die Potential- 
kurve dann steiler ansteigt. Genauso können wir uns das Volumen, in das ein 
Gas eingeschlossen ist, als solchen Parameter £ vorstellen, indem wir uns vor Augen 
halten, daß hier jedes Molekül, abgesehen von den Wechselwirkungspotentialen, 
einem Potential mit den Werten U = 0 bzw. oo innerhalb bzw. außerhalb des Vo- 
lumens V unterworfen ist. Verschiedene Werte des Parameters & stellen dann ver- 
schieden große Volumina dar, indenen das Potential U verschwindet. Eine Kompres- 
sion des Systems wird dann durch d& beschrieben. Die Hamıtronfunktion hängt 
von dem äußeren Parameter & ab. Die Änderung dieses Parameters bedeutet 
daher eine Änderung des mechanischen Systems; E hat somit eine rein mechani- 
sche, nicht aber statistische Bedeutung. In (1) sind also die E, Funktionen Z,(E). 
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€ und#sind zwei voneiander unabhängige Parameter, die den Zustand der Gesamt- 
heit charakterisieren. Sie sina die thermodynamischen Freiheitsgrade des Systems. 
Sind mehrere äußere Freiheitsgrade vorhanden, so werden sie mit &, &g,...&;-.- 
bezeichnet. 


Bei einer Änderung des äußeren Parameters £ ändert sich die mittlere Energie (1) 


um 
dE=d[,E,(&) w,] = ,dE,w, + 3,E,dw,, (3) 
da sowohl die Z, direkt als auch die w, indirekt, nämlich wieder über die Z, in 
der zweiten Gleichung (1), von & abhängen. 
Von (271.2) her ist die einem System reversibel zugeführte Arbeit 8 A identisch 
mit einer Energiezufuhr auf adiabatischem Wege. Es gilt also 
7 (dE).a- (4) 


Wir denken uns die Arbeit 6A in einem Zeitraum zwischen £ und & + 7 durch 
sehr langsames Verändern von & auf& + d& zugeführt. Die Änderungsgeschwindig- 
keit des Parameters & ist dabei d&/7T. Da die Hamıronfunktion X sich mit & 
ändert, erhalten wir für die Energieänderung eines einzelnen Systems der Gesamt- 


heit 
u i 
de m I Ez a Br gt ge |de (5) 


Die beiden Summen in (5) kompensieren sich wegen der Gültigkeit der kanonischen 
Bewegungsgleichungen (423.1). Es bleibt daher nur der Ausdruck 


37ııT 
2% I ade (6) 


übrig, also das Zeitmittel von d4J//d&. Der Methode der statistischen Mechanik 
entsprechend, Zeitmittel durch Scharmittel der Gesamtheit zu ersetzen, bedeutet 
dieses Ergebnis 


541=dE 2 en, = Yan, (7) 


d€ 

Von den beiden Termen in (3) entspricht also der erste der reversibel zugeführten 
Arbeit 6A von (2) und der zweite dementsprechend der reversibel zugeführten 
Wärmemenge 89. Dieses Ergebnis läßt sich beim Vergleich von (2) und (3) folgen- 
dermaßen deuten: Mit Änderung des Parameters € ändern sich einerseits die zu 
verschiedenen Stellen » des Phasenraums gehörigen Energiewerte E,. Ihr Beitrag 
entspricht der reversibel zugeführten Arbeit. Andererseits werden mit Veränderung 
von £& je nach den sonstigen Bedingungen des Systems (Wärmebad oder Isolation) 
auch die w, indirekt über die Z,(£) verändert. Dadurch wird die kanonische 
Verteilung gestört. Diese Störung der Verteilung entspricht einer Wärmezufuhr. 
Natürlich kann eine Störung der w,-Verteilung nicht nur indirekt durch eine 
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Änderung des äußeren Parameters £, sondern auch direkt durch eine Änderung 
des inneren Parameters erreicht werden. Auch dann entsteht eine Wärmezufuhr, 
nämlich dadurch, daß das System mit einem neuen Wärmebad und dessen Para- 
meter ® + d# in Kontakt gebracht wird. 


Besitzt das System mehrere äußere Parameter &,;, so wird die dem System 
durch Veränderung der Parameter zugeführte Arbeit 


54= VdE,w,= Sp wdi= = IR,dE, 


v 


(& 


Die durch das letzte Gleichheitszeichen definierten Größen K, sind die den £&; 
zugeordneten Kraftparameter. Im Falle £ = V hat K die Bedeutung des Drucks p. 
Damit ist für die statistische Mechanik der I. Hauptsatz geklärt: Die Größen 5A 
und öQ lassen sich bei Kenntnis der kanonischen Gesamtheit direkt berechnen. 


Mit den Gleichungen (2) und (8) erhält der I. Hauptsatz die übliche Form 
dE=85A+8Q= — YK;dE;+ 80. (9) 
ı 


Wie in der phänomenologischen Thermodynamik läßt sich 
H=-B+SK;E; (10) 
[) 


als Enthalpie einführen, deren Änderung dann durch 
dH = %8;dK,+68Q (11) 


beschrieben wird. Alle mit dem I. Hauptsatz zusammenhängenden Zustandsgrößen 
können nunmehr über die w, bzw. über die Zustandssumme £ bestimmt werden. 
Alle aus dem I. Hauptsatz der Thermodynamik gezogenen Schlußfolgerungen 
gelten auch hier. 


446 Der I. Hauptsatz der Thermodynamik 


Der II. Hauptsatz der Thermodynamik läßt sich nach (244.8) in der Forderung 
ausdrücken, daß 5Q für alle Systeme den gleichen integrierenden Nenner, die 
thermodynamische Temperatur 7, besitzt und 


89 _ 

79 = ds (1) 
eine neue Zustandsgröße des Systems, die Entropie 8, definiert. (Diese Überlegun- 
gen erfolgen unabhängig von der in [433] auf andere Weise gegebenen statistischen 
Definition der Entropie.) 
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Nach (445.2, 3 und 7) kann die einem System reversibel zugeführte Wärmemenge 


durch 
9w, = 9w, 
„IE det IE A (2) 


80 = ZE,dw, = 


beschrieben werden. Es geht aber zunächst darum, für öQ eine übersichtlichere 
Darstellung zu finden. Wir beschreiben deshalb 8A nach (444.10) durch die 
Zustandssumme <: 


SA= DAR InZ(d, B,(&). (3) 


5 = 199 35, 
Wegen 


°E 
==. 4 B 4 
dB,= gg di | @ 
können wir diesen Ausdruck auch in der Form 
A a 5 
Eee (5) 


darstellen. Zur Vereinfachung führen wir den Differentialoperator 
= d 
d= dig: (6) 
ein, von dem sich der totale Differentialoperator 
9 
d=d+d9 5 (7) 
durch das Hinzutreten von Änderungen des inneren Parameters d unterscheidet. 


Damit erhält die dem System quasistatisch (reversibel) zugeführte Arbeit die 


einfache Form 1 


Damit läßt sich ö&Q mit E aus (444.7) durch 


ln 
6Q=dE-S8A= re pin (9) 


beschreiben. 

Die Darstellung (9) zeigt, daß öQ (ebenso wie öA) offensichtlich kein totales 
Differential ist. Die Aufgabe besteht jetzt darin, durch Umformung_ dieser 
Gleichung den Faktor zu finden, der in (1) die Rolle des integrierenden Nenners 
übernimmt. Wir forınen (9) zunächst mit der Produktregel der Differentiation in 


59 = 7.5 [a|In9 | - Andy IR<  inz) (10) 


9lnd 
um. Im mittleren Glied läßt sich der Differentialoperator durch 


9 
din® = a0 54-4 | ) 
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ersetzen. Dadurch entsteht zusammen mit dem letzten Term ein totales Differen- 
tial, so daß (10) zu 


olnz enz ei 
zusammengefaßt werden kann. Durch Erweiterung mit einer willkürlichen Kon- 
stanten % entsteht also 


59 = op Alta + (in) rl (13) 


für die irgendeinem physikalischem System auf reversiblem Wege zugeführte 
Wärme 0. 


Damit ist der II. Hauptsatz für reversible Prozesse bewiesen. öQ besitzt einen 
allen Systemen gemeinsamen integrierenden Nenner 


1 


7) = kin(1/d) ’ 


(14) 
der offenbar nur vom inneren Parameter # allein abhängt. (14) definiert die 


thermodynamische Temperatur des Systems. Gleichung (13) steht in Überein- 
stimmung mit (1), wenn wir als Entropie die Größe 


ge e|inz + (m. \SE| (15) 


einführen. Für k wird die BoLtzmannsche Konstante gewählt. Gleichung (14) 
ermöglicht uns, # durch die thermodynamische Temperatur r darzustellen. Nach 
Auflösung entsteht 


Pa (16) 
wie bereits nach den Ausführungen zu (443.10) zu vermuten war. 
Mit (15), (444.7) und (16) läßt sich S auch durch die beiden Ausdrücke 
zZ E 

S-Ihz=-knZ+-— (17) 
beschreiben. Eine andere Darstellung erhalten wir mit (445.1) für Z und (444.6) 
für Z: 

S = k[in 2, 0® — ,E,w,In 9] 


= —kN,w,[E,In® _ In 37, 0#r] er — kN w,in 53 (18) 


Nach Wiedereinführung der kanonischen w, entsteht 


| S--kZw.inm,.| (19) 
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Dieser Ausdruck stimmt also mit der bei nichtstationären Vorgängen gegebenen 
Definition (433.7) der Entropie überein. Während die w, dort allerdings beliebige 
Verteilungen darstellen, sind sie hier durch die Werte (444.1) für das stationäre 
Gleichgewicht in der kanonischen Gesamtheit zu ersetzen. Hier sind sie die gleichen 
Größen, die in [433] die BoLrzmannsche Wahrscheinlichkeit /Ö und damit auch 
die Entropie 8 zum Maximum machen. 


Diese Ausführungen reichen aus, um aus der kanonischen Gesamtheit die 
thermodynamischen Zustandsgrößen zu berechnen. Wie früher definieren wir die 
Freie Energie des Systems und verwenden (17): 


| F=E-rS=-krinZ&(d). | (20) 


F steht also mit der Zustandssumme X in einfachem Zusammenhang. Anderer- 
seits spielt F nach [313] die Rolle eines thermodynamischen Potentials, aus dem 
alle übrigen Zustandsgrößen durch partielle Differentiationen hervorgehen. Zum 
Beispiel erhalten wir nach (314.6) 
RE BR N 

Re (FE). BE=-r ( )- (21) 
Die erste Gleichung liefert die zu den äußeren Parametern gehörigen Kraft- 
komponenten. Die letzte Gleichung liefert die mittlere Energie E des Systems, 
in Übereinstimmung übrigens mit (444.7), wie man beim Einsetzen von (20) 
sofort feststellt. 


Für die statistische Behandlung eines Systems besteht also folgendes Rezept: 
Zunächst gebe man die Hamtronfunktion X} des Systems an und mit ihr zu- 
sammen die Werte E, zu jedem Teilvolumen AR, des Phasenraums. Dann be- 
rechne man die Zustandssumme von (444.6). Aus ihr folgt die Freie Energie des 
Systems F über (20). Aus F gehen wiederum mit (21) und entsprechenden Glei- 
chungen die übrigen Zustandsgrößen des Systems hervor. 


447* Der III. Hauptsatz der Thermodynamik 


Nach (273.1) enthält der III. Hauptsatz oder auch Nernstsche Wärmesatz 
die Forderung 
lim s(&,r)=0 für alle £. (1) 
T>0 
Da die Entropie $ nach (433.4) durch $ = (k/M) In lÖ mit lÖ = w/wyin als der 
Borrtzmansschen Relativwahrscheinlichkeit dargestellt werden kann, bedeutet 
diese Forderung im Rahmen der Statistik 
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Diese Gleichung besagt, daß eine Gesamtheit sich bei der Temperatur 7 > 0 
im Zustand geringster Wahrscheinlichkeit befinden muß. Denken wir uns den 
Phasenraum in gleich große Zellen AR, unterteilt, so bedeutet das: Alle Systeme 
der Gesamtheit müssen sich in Zuständen befinden, deren zugehörige Phasen- 
raumpunkte sich in ein und derselben Zelle AR, aufhalten. 


Diese Forderung ist natürlich nur erfüllbar, wenn es überhaupt so etwas wie 
einen Zustand geringster Wahrscheinlichkeit gibt. Im Rahmen der klassischen 
Statistik ist die‘ Zellenunterteilung willkürlich. Da jedes System einer Gesamt- 
heit durch einen Punkt im Phasenraum dargestellt wird, muß natürlich neben 
jeder in AR konzentrierten Gesamtheit eine weitere Gesamtheit denkmöglich 
sein, die sich in einer noch kleineren Phasenzelle AR befindet und damit in einem 
Zustand von noch geringerer Wahrscheinlichkeit. Will man die Forderungen (1) 
und (2) trotzdem ernst nehmen, so ist man zu der Annahme gezwungen, daß das 
einzelne System im Phasenraum nicht durch einen Punkt, sondern durch einen 
Fleck endlicher Größe beschrieben wird. Man muß daher die dieser Theorie zu- 
grundeliegende klassische Mechanik selbst korrigieren, wie anschließend genauer 
ausgeführt wird. Die hierbei notwendigen Korrekturen der klassischen Mechanik 
führen zur Quantenmechanik, deren wichtigste Merkmale bereits aus dem 
III. Hauptsatz gefolgert werden können. Die klassische Statistik geht dabei in die 
sogenannte Quantenstatistik über. Alle bisherigen Überlegungen dieses Kapitels [44] 
wurden zwar aus der klassischen Statistik heraus entwickelt, aber doch so all- 
gemeingültig formuliert, daß sie auch in der Quantenstatistik (die nicht den 
Hauptgegenstand dieses Buches bildet) gültig bleiben. Nunmehr sollen die logischen 
Konsequenzen des III. Hauptsatzes für die statistische Mechanik einzeln be- 
sprochen werden: 


1. Es muß im Phasenraum kleinste Zellen AR geben, in denen sich eine Gesamt- 
heit gerade noch konzentrieren kann. Eine an sich möglich scheinende, noch 
weitergehende Konzentration der Gesamtheit auf Teile von AR muß vom Stand- 
punkt einer verbesserten Mechanik (der Quantenmechanik) aus unmöglich sein. 
Die Erfahrung zeigt, daß diese kleinsten Phasenzellen die Größe 


AR=RN mit h= 6,625-10°® Ws? (3) 


besitzen. h ist das PLancksche Wirkungsquantum. 


2. Bei Anwendung auf ein System mit nur einem einzigen Freiheitsgrad, das 
durch eine zweidimensionale Phasenebene beschrieben wird, ist zu folgern: Zu- 
stände, in denen sich die Gesamtheit gleichmäßig auf der Fläche 


AR=ApAgsh (4) 
verteilt, sind bereits Zustände maximaler Bestimmtheit. Ursache hierfür kann 
nur eine prinzipielle Unbestimmtheit der Variabeln jedes einzelnen Systems sein. 


Die Variabeln lassen sich offenbar nur innerhalb der durch (4) gegebenen Grenzen 
bestimmen; denn sonst müßte auch eine Gesamtheit von größerer Bestimmt- 
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heit möglich sein. Gleichung (4) stellt die HEISENBERGsche Unbestimmtheits- 
relation der Quantenmechanik dar. 

3. Die möglichen Meßwerte physikalischer Größen A (p;, 9x), insbesondere der 
Energie E(p;, 9,), durchlaufen kein Kontinuum, sondern nur noch ein diskretes 
Spektrum von Werten, die hier als Mittelwerte A, bzw. E, über die Phasenzellen AR, 
gebildet werden (die Eigenwerte der Quantentheorie). 


4. Alle so entstehenden Energiezustände E, denken wir uns in einer Folge 
Bb<sE,<B<=<... (5) 


angeordnet, bei der der Zustand kleinster Energie mit » = 0 bezeichnet wird. 
Zustände » mit gleicher Energie bezeichnen wir als miteinander entartet. Bei 
verschwindender Temperatur 7 — 0 muß sich das System im Zustand niedrigster 
Energie befinden. Falls » = 0 nicht entartet ist, befindet sich die Gesamtheit 
dann also in der Phasenzelle AN,. Ihr Zustand ist ein solcher geringster Wahr- 
scheinlichkeit w = Win, und es folgt mit (2) S =. 

Sind dagegen die Zustände v = 0 und » = 1 miteinander entartet, so kann sich 
die Gesamtheit wegen E, = E, trotz niedrigster Energie gleichermaßen in beiden 
Zuständen befinden. Es gilt w = 2wyin und daher $ = kln2=+0. Hier also führt 
der III. Hauptsatz (1) zu der Forderung: 


Der Grundzustand eines physikalischen Systems darf nicht (6) 
entartet sein. 


Auch dieser Satz wird von der Quantenmechanik bestätigt, wenngleich mit ge- 
wissen Einschränkungen, die weiter unten besprochen werden. 


5. Im Zusammenhang mit der Behauptung (6) entsteht folgendes Paradoxon: 
Wir betrachten ein System vieler gleichartiger Teilchen bei der Temperatur 7 > 0. 
Die Teilchen ruhen an verschiedenen Orten t,,tz, .. .ty. Vertauschen wir die 
Zahlenwerte von zwei Orten r; und r,, so entsteht ein physikalisch völlig gleich- 
wertiger Zustand. Ihm entspricht aber eine andere Zelle AR, des Phasenraums. 
In diesem Sinne lassen sich bei N Teilchen N! durch Vertauschung auseinander 
hervorgehende, miteinander entartete Zustände angeben. Hieraus folgt JÖ= N. 
Als niedrigsten Wert der Entropie würden wir somit $S ® NkIn(N/e) erhalten. 
Wir können diesen Widerspruch nur lösen durch Einführung einer neuen Zähl- 
weise der Zustände: Alle durch Vertauschung gleichartiger Teilchen auseinander 
hervorgehenden Zustände dürfen bei Summationen über die » nur als ein einziger 
Zustand gezählt werden. Auch diese besondere Zählvorschrift wird von der Quan- 
tenmechanik bestätigt. 


6. Die soeben eingeführte Zählvorschrift, nach der ‚identisch miteinander 
entartete‘‘ Zustände, die durch Vertauschungen gleichartiger Teilchen ausein- 
ander hervorgehen, nur einfach gezählt werden, bedarf noch einer gewissen 
Korrektur, die mit der endlichen Größe der Phasenzellen (3) zusammenhängt. 
Eine sorgfältigere Zählung der Zustände gibt folgendes Bild: Wir betrachten 
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einfachheitshalber ein System von drei Teilchen. Es befinde sich in einem Zustand, 
in dem sich Teilchen 1 in der Zelle Ar’ des Teilchenphasenraums aufhält und die 
Teilchen 2 und 3 in Ar’. Weitere durch Teilchenvertauschung hieraus hervor- 
gehende, ‚identische‘ Zustände erhalten wir durch Vertauschung von 1 mit 2 
und 1 mit 3, nicht aber 2 mit 3, weil die beiden letzteren Teilchen sich ja ohnehin 
bereits in der gleichen Zelle Ar’ befinden. Die neue Zählweise ist in Abb. 447 
erläutert. Den 8 Zuständen bei klassischer Zählung entsprechen in der Quanten- 
statistik nur noch 4 Zustände. Sie berücksichtigen wohl die verschiedene An- 
ordnung der Teilchen in verschiedenen Phasenzellen, nicht aber ihre Numerierung. 


Abb. 447. 

a) Klassische und b) quantenmechanische Zählung 
der Zustände für die Verteilung von 3 Teilchen 
auf 2 Volumina Ar’ und Ar”. Klassisch 8 ver- 
schiedene Zustärde »,. Quantenmechanisch 
4 verschiedene Zustände v,,„ über die in der Zu- 
standssumme summiert werden muß 


7. Die gleichen Überlegungen werden jetzt auf ein System von N ununter- 
scheidbaren Teilchen angewendet. Bei klassischer Zählung wird ein Zustand »v 
dadurch charakterisiert, daß die numerierten Teilchen n =1...N sich in den 
verschiedensten Teilchenzellen Ar, mit x = 0,1,2,... befinden. Bei quanten- 
statistischer Zählung dagegen wird ein Zustand dadurch charakterisiert, daß sich 
in den Teilchenzellen x = 0,1,2,... gerade n,, 7, . ., allgemein n, Teilchen 
befinden. Diese veränderte Zählweise hat zur Folge, daß im allgemeinen sehr 
viele klassische Zustände, die durch identische Vertauschungen auseinander 
hervorgehen, nur einem einzigen quantenmechanischen Zustand entsprechen. 
Die Zahl dieser klassischen Zustände ist gleich der Zahl der möglichen Vertau- 
schungen im Sinne von Abb. 447. Bei den insgesamt denkbaren N! Vertauschungen 
haben wir zu beachten, daß sich n, Teilchen in der Zelle Ar, befinden, so daß die 
innerhalb dieser Zellen möglichen n,! Vertauschungen nicht mitzählen. Somit 
gehören zu einem quantenstatistischen Zustand N'!/II,n,! klassische Zustände. 
Je nachdem, ob die Zustände klassisch oder quantenstatistisch gezählt werden, 
erhalten wir die Summationsvorschriften 


(7) 


Dem III. Hauptsatz entsprechend dürfen alle Summationen der letzten Abschnitte 
nur im Sinne der zweiten Gleichung (7) vorgenommen werden. 


8. Bei hohen Temperaturen steht dem System ein sehr großes Phasenvolumen 
zur Verfügung und daher auch den einzelnen Teilchen im Teilchenphasenraum. 
Mit wachsender Temperatur wird es daher immer unwahrscheinlicher, mehr als 
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ein Teilchen in einer Zelle Ar, zu finden. Es entsteht dann kein Fehler mehr, wenn 


wir nur 
n,=0;1 n,!=0!=1!=1 (8) 


berücksichtigen. Bis auf den (nicht sehr wichtigen) Faktor N!, der allen Zu- 
ständen gemeinsam ist, geht die Quantenstatistik bei hohen Temperaturen in die 
klassische Statistik über. Die bei niedrigen Temperaturen auftretenden Ent- 
artungserscheinungen werden in [47] untersucht. 


9. In der Quantenmechanik gibt es durchaus Systeme, deren Grundzustand mehr- 
fach entartet ist. Zum Beispiel haben alle Systeme, deren niedrigster Zustand den 
Drehimpuls hl/2r (l ganz oder halbzahlig) besitzt, eine g = (21 + 1)-fache Ent- 
artung. In diesem Sinne erhalten wir 8 = kIng als kleinsten Wert der Entropie, 
und der III. Hauptsatz ist nicht streng erfüllt. Da die Entropie im übrigen aber 
von der Größenordnung N k ist, kann dieser Anfangswert der Entropie trotzdem 
näherungsweise gleich Null gesetzt werden. 


Übungsaufgaben 


44.1. Ein abgeschlossenes System nimmt im Phasenraum das Volumen A(E, V) ein. Gesucht 
ist der Druck p. Was erhält man speziell für das ideale Gas? 


44.2. System im Wärmebad, Druck p fest vorgegeben (bewegliche Verbindungswand zum 
Wärmereservoir). Durch welche Phasenraumdichte o läßt sich die entsprechende 
Gesamtheit charakterisieren? (E,,V,: kleines System, E,V: System + Wärmebad). 


44.3. System von N Teilchen im Potential 
a) UV (&1, ..., &y)= Z,lertar) zer t) Herd] + D,fer rn team; erez], 
x sehr groß (quaderförmiges Volumen mit den Kantenlängen 7, I, und ,; V = 0 inner- 
halb, V = ® außerhalb des Volumens 7, 1,1,); 
b) V(&1,..., 2) = &,mw?x}/2; c) V las... tm) = Z,alz,. 
Welche Arbeit wird am System bei Änderung der äußeren Parameter > I, + öl; 
> @-+68w: a— a + da geleistet? Man gebe die (verallgemeinerten) Kräfte K an. 
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Zusammenfassung: Ist die HamıLronfunktion H eines Systems eine in den p, homogene 
quadratische Form, so ist die mittlere kinetische Energie jedes Freiheitsgrades kz/2, un- 
abhängig von dessen sonstiger Beschaffenheit. Bei der kanonischen Gesamtheit (= System 
im Wärmebad) schwankt die Energie um einen mittleren Wert E. Die relative Schwankung 
ist jedoch wegen AE/E = N!? bei großer Teilchenzahl sehr gering. .— Die Wahrscheinlich- 
keitsverteilungen für einzelne Koordinaten oder Impulse lassen sich stets dann einfach be- 
stimmen, wenn die HamıLToxfunktion sich in zwei Teile zerlegen läßt, von denen der eine nur 
die betrachteten, der andere aber nur die übrigen Koordinaten und Impulse enthält. w(v) 
liefert die Maxweıısche Geschwindigkeitsverteilung. Die Geschwindigkeiten zweier Teilchen 
sind statistisch voneinander unabhängig. Die Betrachtung eines idealen Gases im äußeren 
Feld liefert die barometrische Höhenformel. — Am Beispiel der paramagnetischen Substanz 
wird unter vereinfachten Voraussetzungen das Grundschema der statistischen Behandlung 
durchgeführt. Zunächst wird die Hamıtronfunktion #{ aufgestellt, dann die Zustandssumme & 
berechnet. Mit ihr ist die Freie Energie F gegeben. Die wichtigsten Zustandsgrößen M und E 
folgen durch partielle Differentiationen aus F. 


17* 
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451 Gleichverteilung der kinetischen Energie 


Wir betrachten ein mechanisch beliebig zusammengesetztes atomares System 
mit konservativen Kräften, dessen Hamıtronfunktion mit der Energie über- 
einstimmt und aus einem kinetischen und einem potentiellen Anteil besteht. Bei 
den meisten Systemen hängt der potentielle Anteil nur von den Koordinaten g; 
ab, und der kinetische Anteil ist eine homogene quadratische Form in den kano- 
nischen Impulsen derart, daß allgemein 


H= arg) pr + U(q) (di) 


gilt. (Eine Ausnahme hiervon bilden geladene Teilchen in einem Magnetfeld, für 
die sich aber der Gleichverteilungssatz (6) ebenfalls nachweisen läßt, wie in 
[Ü 45.5] gezeigt wird.) Unter den oben gemachten, recht allgemeinen Vorsus- 
setzungen gilt für irgendeinen Freiheitsgrad i die Relation 


p: IH 
2 9p 


= 5 2a; 9; = a; Pr — Ehu- (2) 


Die zu diesem Freiheitsgrad gehörige kinetische Energie geht also aus der Gesamt- 
funktion (1) durch partielle Ableitung hervor. 


Die mittlere kinetische Energie eines willkürlich herausgegriffenen Freiheits- 
grades i soll für ein System bestimmt werden, das den Voraussetzungen (1) und (2) 
entspricht. Sie läßt sich zunächst als Scharmittel über die kanonische Gesamtheit 
darstellen: 


HN 
ee AR 
w_ IR Zen), PAR EN 
= I 3 ZOHAN, 


Die untereinander gleich großen Volumenelemente AR, sind hier hinzugefügt. 
Die Summation wird gemäß 
IH\.HW 
1 EEG 9p; ) 


2 farot® 


näherungsweise (im Rahmen der Quantenstatistik nicht mehr gültig!) durch eine 
Integration ersetzt. Unter welchen Voraussetzungen dieses Verfahren berechtigt 
ist, wird in [461] noch genauer untersucht. In AR ist auch die Integration über 
den betrachteten kanonischen Impuls als dp, enthalten. 


(0) 
Erin = 


(4) 


Hinsichtlich dieser Variabeln p; wird eine partielle Integration durchgeführt 


H 


IH .oH_ 9% 
Jann3s 32,° —— man 7 
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Der erste Term verschwindet, weil HH >» für 2, > +% wird und 9 <1 ist. 
Der zweite unterscheidet sich nicht mehr von den übrigen Variabeln in Zähler 
und Nenner von (4). Diese Integrale kürzen sich also weg, und (4) geht über in 


1 1 
amp hr (6) 


ed = 
Hier wird 9 von (446.16) eingesetzt. Dies ist der Gleichverteilungssatz der 
kinetischen Energie: Die zu einem beliebigen Freiheitsgrad des Systems 
gehörige kinetische Energie ist, unabhängig von dessen spezieller mecha- 
nischer Bedeutung, | stets kr/2. Dieser Satz gilt im Rahmen der klassischen 
Statistik stationärer "Systeme ganz allgemein. Allerdings ist bei seiner Ableitung 
von den Vorschriften der in [447] erörterten Quantenstatistik abgegangen. Der 
Gleichverteilungssatz stimmt daher mit der Erfahrung nur für hinreichend hohe 
Temperaturen überein. Er wurde bereits in [142] und [231] zur Abschätzung der 
spezifischen Wärme von idealen Gasen und Festkörpern herangezogen. 


452 Energieschwankungen 


Die Energie eines einatomigen idealen Gases wurde im Rahmen der elementaren 
Statistik zu 


E=Nkr | () 


bestimmt. Dieser Ausdruck wird von der strengen Theorie [462] bestätigt. Er 
muß andererseits mit den Ausdrücken (435.1) und (444.7) der statistischen Theorie 
überstimmen: 


am 2) 


Die Energie anderer atomarer Systeme ist von der gleichen Größenordnung N kr 
mit N als der Teilchenzahl des Systems. Dafür sorgt bereits der in [451] ab- 
geleitete Gleichverteilungssatz (451.6). 


Aus Abb. 443.2 geht hervor, daß die kanonische Gesamtheit, die das Verhalten 
eines Systems im Kontakt mit einem Wärmebad beschreibt, einer stationären 
Schar von Systemen entspricht, die um eine bestimmte mittlere Energie £ herum 
verteilt sind, also nicht alle die gleiche Energie besitzen. Es kann daher vor- 
kommen, daß die tatsächliche Energie eines Systems in Kontakt mit einem 
Wärmebad von der mittleren Energie E wesentlich abweicht. Ein Maß für die Ab- 
weichungen liefert die in [413] eingeführte mittlere quadratische Schwankung, die 
nach (444.8) gemäß 
nz 
(Ind)? 9m 


(AB) 8) 
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berechnet werden kann. Beim Einsetzen von 9 aus (446.16) entsteht hieraus 


ai EN ee 
2 2 
; 4) 


(AE) = ie sin 
d(-5;) ar 


und weiter schließlich 


(AB =2 


2 


Nkn? = Bkr= 5. 


(5) 


Hieraus bestimmt sich die relative mittlere Schwankung beim idealen Gas zu 
JE 1 

BASE 6 

E VL5N 0 


Für andere Systeme mit großer Teilchenzahl N gilt ebenfalls größenordnungs- 
mäßig 
AE 1 = 
— u ——' 4 
EUO{ÄYVN L 


Bei den für die Thermodynamik interessanten Systemen mit N ® 102° erhalten 
wir also 101% als relative Energieschwankung für ein System mit vielen Freiheits- 
graden im Kontakt mit einem Wärmebad. Wie man sieht, sind die Schwankungen 
außerordentlich klein. Das ist auch der Grund dafür, warum die meisten Eigen- 
schaften der kanonischen Gesamtheit mit denen der mikrokanonischen Gesamt- 
heit übereinstimmen. 


453  Geschwindigkeitsverteilung 


Ein System befinde sich im thermischen Gleichgewicht. Es wird durch die 
zugehörige kanonische Gesamtheit beschrieben. Gefragt wird nach der Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß die Impulse p, und Koordinaten g; bestimmte Werte 
in gegebenen Intervallen dp, und dg; besitzen. Diese Wahrscheinlichkeit ist 
gleichbedeutend mit der Wahrscheinlichkeit dafür, das betrachtete System als 
Phasenraumpunkt R im Intervall dR zu finden. Sie stimmt mit der entsprechen- 
den Größe w, überein und ist dementsprechend 

ana ® 


U eye 2 


A) 


Der Nenner enthält die Normierungskonstante, welche so gewählt wurde, daß die 
Wahrscheinlichkeit, das System irgendwo im Phasenraum zu finden, gerade Eins 
ist. Ausführlich bezeichnen wir die in (1) definierte Wahrscheinlichkeit mit 


WRAR= Wip...g)dpı...dgs. (2) 
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Die Wahrscheinlichkeit, daß g; beliebige Zahlenwerte besitzt, aber alle übrigen 
Koordinaten und Impulse vorgegebene Werte haben, geht aus (2) durch Inte- 
gration über q, hervor: 


W (pi ...4-1)dpı...dgy-ı =dp...dgr-ı[dyW(pı..-q)- (3) 


Das Integral enthält die Aufsummation über alle Möglichkeiten, g; in verschiedenen 
Intervallen dg; anzutreffen (Entweder-Oder-Wahrscheinlichkeit). Auf ent- 
sprechende Weise lassen sich auch die Wahrscheinlichkeiten dafür angeben, daß 
nur einige Koordinaten und Impulse bestimmte Werte haben sollen, die übrigen 
aber beliebige Werte. 


Wir setzen jetzt voraus, daß das System aus Teilchen mit der Masse m; bei 
beliebiger, aber ortsabhängiger Wechselwirkung besteht. Dann hat die HAmILToN- 
funktion die Form 

p? 


er p% = fi ! 
Aa ri = ra (4) 


Wir interessieren uns für die Impulsverteilung des ö-ten Teilchens. Hier ist zu 
beachten, daß H sich zerlegen läßt in p}/2 m; und einen Rest /’, der alle übrigen 
Koordinaten und Impulse enthält. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß p, in einem 
bestimmten Intervall dp, liegt, erhalten wir sinngemäß aus (1) durch Integrieren 
wie in (3), hier jedoch über alle Koordinaten und Impulse außer d’p;. zusammen- 
gefaßt in ANR®. Dabei entsteht 


dp; fa un g(/2mı + 4°) ap, or? mi 
far ENtEIELUE +) fa p,09/? m; 


() 


W(p) dp; = 


Bis auf die unwesentliche, mit C bezeichnete Normierungskonstante ist dies also 
BR. 
We)dp=Cdpe Fir. (6) 


Wegen p, = m,v; erhalten wir damit gleichzeitig die von (145.18) her bekannte 
Maxweıısche Geschwindigkeitsverteilung 


mid; 


We,)dv;=(C'dv;e ®Ar, 


) 


€' ist wieder die zugehörige Normierungskonstante. 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Geschwindigkeiten v, und vb, zweier 
Teilchen in bestimmten Intervallen dv, und dv, liegen, erhalten wir nach der 
gleichen Methode wie in (5) durch Auslassen von dp, und dp, aus der Gesamt- 
integration. Dabei entsteht 


mv} mb} 


W(v,.v)dvdy=C"dondnge Hr 2kr (8) 
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für die kombinierte Wahrscheinlichkeit. Der Vergleich von (7) und (8) zeigt die 
Gültigkeit von 


| W601) = Wo) Wo). (9) 


Diese Gleichung sagt nach (144.6) aus, daß die Geschwindigkeitsverteilungen 
der Teilchen 1 und 2 statistisch unabhängig sind. Dieses Ergebnis ist keinesfalls 
selbstverständlich, sondern recht überraschend, wenn man bedenkt, daß die 
Teilchen 1 und 2 des Systems sich nach (4) in möglicherweise sehr starker 
Wechselwirkung befinden und sich gegenseitig entsprechend stark beeinflussen. 
Es steht andererseits in engem Zusammenhang mit der Tatsache (451.6), daß im 
stationären Gleichgewicht die mittlere kinetische Energie eines Freiheitsgrades 
unabhängig von dessen mechanischer Bedeutung ist, also sogar unabhängig 
davon, ob es sich bei der Bewegung um eine solche von freien oder gebundenen 
Teilchen handelt. 


454 Barometrische Höhenformel 


Wir betrachten ein ideales Gas, dessen Teilchen nur einer gemeinsamen äußeren 
Kraft unterliegen, die ihrerseits ein Potential U besitzt. Die HamıLToxfunktion des 
Systems ist dann 


H-IZn +2 Um). (ı) 


Das Potential U wirkt auf jedes der Teilchen einzeln. Wir interessieren uns für 
die Ortsverteilung des ö-ten Teilchens und zerlegen die HamıLroxfunktion (1) 
entsprechend 

H=Ut)+H' (2) 
in einen von r, abhängigen Term und einen Anteil X’, der nicht von r, abhängt. 
Entsprechend läßt sich im Zustandsintegral der Integrand separieren. Im Sinne 
von (453.5) erhalten wir hier 
Ar, fARW IH dr, Faro ar" 

farot fans! area" 


W(t)dı;= 


(3) 


Ur) ee 
dr;® Er 


WW) dr, = far, 00% = Cdtr; 


.o 


für die Ortsverteilung des i-ten Teilchens. AR® stimmt mit AR bis auf den 
fehlenden Faktor dr; überein. Je höher das Potential U ist, je energetisch un- 
günstiger also der zugehörige Ort r, zu erreichen ist, um so kleiner ist die Wahr- 
scheinlichkeit (3), das Teilchen ö dort anzutreffen. 


Dieses Ergebnis steht in engem Zusammenhang mit der barometrischen 
Höhenformel. Die mittlere Teilchendichte X (r) erhalten wir durch Aufsummation 
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der entsprechend (3) gebildeten Wahrscheinlichkeiten aller Teilchen :. Da für 
jedes Teilchen derselbe Ausdruck entsteht, folgt 


_. 10 
Nit)=NW(W)=N,e #r (4) 


für die mittlere Teilchendichte. Mit dem Gravitationspotential U = mgz er- 
halten wir aus (4) die barometrische Höhenformel (322.11). 


455 Paramagnetische Substanzen 


Wir betrachten eine magnetisierte Substanz unter vereinfachten Voraus- 
setzungen: Alle Moleküle sind ortsfest und besitzen magnetische Momente m, die 
sich im äußeren Feld & parallel oder antiparallel einstellen. Die Energie des 
i-ten Dipols im Feld ist daher 


= m d= mil, G= 1. v 


Für die Hanmıtronfunktion erhalten wir 


H=F&=-Nmhb,. 2) 


Wir untersuchen mit Hilfe der Zustandssumme die thermodynamischen Eigen- 
schaften dieses Systems. 


Zunächst wird die Zustandssumme bestimmt. Es gilt 


2-0» - ee (3) 


Ein Zustand » dieses Systems besteht entsprechend 


v—>4,ö,6f,:...=+1l bw —1 (4) 


in der Angabe eines Satzes von Werten für die Einstellungsparameter £, der 
einzelnen Moleküle. Die vom III. Hauptsatz geforderte andere Zählung (447.7) 
der Zustände kommt hier nicht in Anwendung, denn bei den ‚Spins“ £, der 
Moleküle, die sich ja alle an verschiedenen Orten befinden, handelt es sich um 
durchaus ‚‚unterscheidbare‘“ Eigenschaften des Systems. In diesem Sinne ist 
auch der Unterschied von (5) und (461.8) zu verstehen. Bei der Summation 
über » durchlaufen also alle £, die Werte +1. Daraus folgt 


Z= (Oma gm =. (5) 


Mit Einführung der Temperatur 7 können wir schreiben 


> wi ._ mh 
z=e"+e =ZR° € (6) 
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2 bedeutet hier die Zustandssumme des einzelnen Moleküls. Der Zusammen- 
hang (5) zwischen X und z wird letzten Endes deshalb so einfach, weil zwischen 
den Dipolen keine Wechselwirkung besteht (Paramagnetismus!). 


Nach (446.20) erhalten wir aus (5) und (6) die Freie Energie der Substanz im 
äußeren Feld zu 


F=-krin@&=-—Nkrin(e+e°). (7) 


Aus F lassen sich die übrigen Zustandsgrößen durch Differentiation bestimmen. 
Zunächst berechnen wir die Magnetisierung des Systems nach (446.21); dabei 
stellt J den (einzigen) Parameter der Hamıtronfunktion dar und übernimmt 
im System die Rolle des äußeren Parameters &. Entsprechend bedeutet 1 den 
zugeordneten Kraftparameter, so daß 


Kür er—er« da 


er rerax gl 


(8) 


gilt. Das Ergebnis läßt sich in der Form 


‚H=mN tanh | 


ml ) Er m?’N 


kT kT h (9) 


zusammenfassen. Der Zusammenhang (9) enthält die paramagnetische Zustands- 
gleichung M(h/r). Das Zeichen ‚.”=““ gilt für schwache Felder. 


Nun berechnen wir die Energie E des Systems mit (446.21): 


er— era dx 
ee +er® IT" 


REN. u) —Nkr? (10) 


Dieser Ausdruck läßt sich zu 


E= -mNtanh (I) h= —Mlı | (11) 


zusammenfassen, wie der Vergleich mit (9) zeigt. Gegenüber der in [252] unter- 
suchten magnetischen Substanz besteht im vorliegenden System die Vereinfachung 
darin, daß hier Z! = 0 ist, die innere Energie der Substanz selbst verschwindet. 


Für die Entropie des Systems folgt nach (313.3) 


3- (37), N Inder -re)+T 


ar er— era da 
97 


e@+er2 9T 
2% |] 


- (12) 


er te” 


Dieser Ausdruck verschwindet für r > 0 (x — oo), die Entropie der paramagneti- 
schen Substanz befolgt also den III. Hauptsatz. 
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Übungsaufgaben 


45.1. Eindimensionaler harmonischer Oszillator mit diskreten Energiewerten E, = ko(v+ 1/2), 
v=0,1,2,... (vgl. [Q123]). Man zeige, daß der Gleichverteilungssatz (451.6) nur 
für große T erfüllt wird. 


45.2. System von N Teilchen im Potential V(t,,...,1y)=L; arz]2. Unter der Annahme, 
daß der Übergang I, — P dp,, ... dty/h?” (mit h aus [447]) erlaubt ist, berechne man 


Zustandsintegral Z, Freie Energie F und innere Energie E des Systems. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Teilchen im Intervall dr bei r anzutreffen? 


45.3. System von N zweiatomigen starren Molekülen (beide Atome gleich, als Punktmassen 
betrachtet; J = Trägheitsmoment um Achse senkrecht zur Verbindungslinie). Unter 
der gleichen Voraussetzung wie in [Ü 45.2] sind Z, F, E, der Druck p und die Wärme- 
kapazität C, zu berechnen. 


45.4. Paramagnetisches Gas im äußeren Magnetfeld 9. Gesucht sind wie in [455] X, F, E und 
die Magnetisierung /M, wobei &=cos® a) die diskreten Werte »/l mit v=-I. 
—12+1,...0,...2- 1,1; b) kontinuierlich alle Werte zwischen — l und + 1 annehmen 
kann. Man überführe a) durch geeigneten Grenzübergang in b). 


45.5. Man beweise den Gleichverteilungssatz für geladene Teilchen, die sich in einem homo- 
genen Magnetfeld bewegen. 
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Zusammenfassung: Im Rahmen der MAxwELL-BOLTZMANN-Statistik wird die Zustands- 
summe & =N%,9° eines Systems H (tı ... py) von N wechselwirkenden Teilchen für hohe 
Temperaturen näherungsweise ausgewertet. Dabei können in den beim Übergang zur klas- 
sischen Zählweise auftretenden statistischen Gewichten alle Faktoren n?! näherungsweise fort- 
gelassen werden. Die Summation &, kann weiter durch eine Integration F ANR/N!Ah?N ersetzt 
werden. Für wechselwirkungsfreie Teilchen gilt Z=z?/N! mit z als der Zustandssumme 
eines aus nur einem einzigen Teilchen bestehenden Systems. Über die Freie Energie 
F= —krinZ lassen sich alle thermodynamischen Größen des Systems — insbesondere E, p 
und 8 — leicht bestimmen. Beim realen Gas tritt zu z”/N! ein Faktor exp[Na(V, r)] 
hinzu. In « ist die gegenseitige Wechselwirkung der Teilchen zusammengefaßt. Die Auswertung 
von &(V, T) erfolgt durch Zerlegung des Integranden in eine Clustersumme, die für große 
Teilchenzahlen die einfache Form (465.15) annimmt. Für &, F, p und E entstehen Potenz- 
wicklungen nach 1/V. Die in ß, enthaltenen irreduziblen Cluster können nacheinander (mit 
wachsendem Aufwand) berechnet werden. 


461 MaxweıL-BoLtzmanssche Statistik 


Ein System von N wechselwirkenden Teilchen soll untersucht werden. Wir 
denken uns seine HamıtrTonfunktion in der allgemeinen Form 


H=EHM=EHM.. in: Pı--- Pr) () 
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vorgegeben. Die Hauptaufgabe besteht nun darin, die wichtigsten thermodyna- 
mischen Größen dieses Systems mit Hilfe der statistischen Mechanik zu berechnen. 
Das zugehörige Schema wurde in [455] bereits am einfachen Beispiel der para- 
magnetischen Substanz systematisch entwickelt. Der erste Schritt besteht in 
der Auswertung der Zustandssumme 


=. (2) 


Diese Auswertung stellt häufig eine sehr schwierige Aufgabe dar, die nur näherungs- 
weise bewältigt werden kann. 


Nach dem III. Hauptsatz muß die Summation in (2) quantenstatistisch er- 
folgen. Sollen die Zustände » trotzdem klassisch gezählt werden (also alle durch 
Teilchenvertauschungen auseinander hervorgehenden Teilchenentartungen ein- 
zeln), so ist entsprechend (447.7) jeder klassische Zustand mit II, n,!/N! zu multi- 
plizieren, und es entsteht 


zo’ Hans! gm, (3) 


Bei hohen Temperaturen aber steht jedem Teilchen ein so großer Phasenraum 
zur Verfügung, daß alle Teilchenzustände nur noch höchstens einfach besetzt 


sind. Dann ist 
n,=0;1 =, (4) 


und es bleibt nur noch der Faktor 1/N! übrig. 


Die weitere Auswertung soll hier unter der Näherungsvoraussetzung durch- 
geführt werden, daß die Phasenzellen sehr klein sind. Diese Näherung wird als 
MAXWELL-BOLTZMANN-Statistik bezeichnet. Zunächst multiplizieren wir (2) mit 
AR,/h®® = 1 und erhalten damit 


Be (5) 


Dann existiert (bei festgehaltenem A) der Grenzwert AR, > dR%— 0 für sehr 
kleine Volumina AR der Phasenzellen, und es entsteht aus (5) näherungsweise 
das Zustandsintegral 


AR 
zZ en HD, (6) 


Der im Nenner verbliebene Faktor N! ist, genau wie übrigens h?”, für die Berech- 
nung der meisten Zustandsgrößen ohne Belang. 


Bei einem System gleichartiger Teilchen ohne Wechselwirkung besteht die 
Hımmronfunktion IX aus einzelnen Termen 4, entsprechend 


HNH=y;h;; (7) 


[462] 46 Der gasförmige Aggregatzustand 269 


deren jeder nur von den Koordinaten und Impulsen r,, p; abhängt. Hier zerfällt 
das 6 N-fache Integral (6) in N untereinander gleiche Integrale, und es gilt: 


ri Hılı, 9) 


A ES: rar BL 


2 kann als Zustandssumme bzw. Zustandsintegral eines einzelnen Teilchens ange- 
sehen werden. 


462 Einatomiges ideales Gas 


Als einfachstes System wechselwirkungsfreier Teilchen behandeln wir das 
ideale Gas unter den Voraussetzungen der im letzten Abschnitt besprochenen 
klassischen Statistik. Für seine Zustandssumme gilt (461.8) mit 

= + Um) a) 
als Hamıtroxfunktion eines Teilchens. Das Potential U(t) besitzt die Werte O0 
bzw. oo innerhalb bzw. außerhalb des Volumens V und beschreibt so die Wände des 
Gefäßes. Die Zustandssumme z für ein einzelnes Teilchen läßt sich mit (1) sofort 


auswerten: 
© 3 


p: 
v " Imkr 2rmkr\3l2 
#| ape Sue Spinne 


00 


und die Zustandssumme < des idealen Gases wird somit 
2N ze \N eV (2rnmkr \312]N 
nF) - | ne ) 


& (3) 
Die in (2) und (3) in der dritten Potenz auftretende Größe A = h/Y2rmkr wird 
als die DE-BRocLizsche Wellenlänge eines Teilchens mit der Energie kr bezeichnet 
und hat die Dimension einer Länge. 


Aus der Zustandssumme & können die thermodynamischen Zustandsgrößen 
des idealen Gases nach dem üblichen Schema berechnet werden. Sie gelten der 
Voraussetzung (461.4) entsprechend nur für hinreichend hohe Temperaturen. 
Mit (446.20) bestimmen wir die Freie Energie 


Fa Nkelnlt 


Fr 
N 


= jr = —- Nkr(lnvr?® + konst). (4) 


des Gases. Die Energie läßt sich aus einem der beiden gleichwertigen Ausdrücke 


E ln _ 72 fi) () 
T, 


olnd "Fr (5) 
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bestimmen und liefert im vorliegenden Falle 


B=Nkr. (6) 


Da F(V,r) thermodynamisches Potential des Systems ist, bekommen wir mit 
(313.3) auch die Zustandsgleichung des Gases durch Differentiation von (4): 


--(Fr), Sr a N kr nn Nr. (7) 


Weiter können wir die Entropie wahlweise aus den Ausdrücken 


E-F ar 
sr) s 
bestimmen. Wir erhalten 
5 V (2rmkr\32 
S- NK; + nz, ( Er | (9) 
oder nach Einführung des Drucks p aus (7): 
3 
s-N|5 + (N) (10) 


Diese Ausdrücke gelten, wie die ganze unter den Voraussetzungen (461.4) ab- 
geleitete klassische Statistik, nur für hinreichend hohe Temperaturen, das heißt 
unter der Voraussetzung 


kr = 


h v h? [N \2/8 
= En <)7 (7): au 
daß die pz-BrogLissche Wellenlänge A klein gegen den mittleren Abstand der 
Moleküle ist. Immerhin geht (10) aus dem exaktem Ausdruck (446.19) für die 
Entropie hervor, der seinerseits die vom III. Hauptsatz geforderte Eigenschaft 
S(r>0)=0 besitzt. Bei der näherungsweisen Auswertung für große r aber ist 
keine falsche additive Konstante entstanden. Daher lassen sich die in (333.5) für 
die Berechnung ehemiseher Gleichgewiehte erforderlichen Entropiekonstanten 


aus (10) entnehmen. 


463 Systeme mit molekularer Wechselwirkung 


Nunmehr betrachten wir ein System von N Teilchen, zwischen denen paar- 
weise Wechselwirkung herrscht. Die aa des Systems ist 


B- er wrZUt DU (1) 


Sie enthält neben den Wechselwirkungspaaren U,;, das auf jedes Teilchen einzeln 
wirkende Potential U, = U(t,) von [462], das die Teilchenorte auf das gegebene 
Volumen V begrenzt. 


S 
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Die Zustandssumme des Systems ist durch (461.6) gegeben. Diese Gleichung 
bedeutet ausführlich 


zo - ...dtydPr...dpy elle +n)42P) (2) 


N17*® 


Da die Impulse p, in der Hammronfunktion (1) nur als Quadratsumme auf- 
treten, wird der Integrand wegen 


e- (P+MAmkr _ e-Bij2mkr e-pB2mkr (3) 


separierbar in einzelne Integrale über die dp,. Mit z von (462.2) wird zunächst 


Der hierbei noch nicht ausgewertete Anteil wird in einem Faktor eY* zusammen- 
gefaßt. Die U, in H beschränken die Integrationen dr, auf das Volumen V. Bei 
freien Teilchen ist U,;=0. Dort ist e”*=1 und daher & =0. Das Ergebnis 
stimmt mit (462.1 und 3) für das ideale Gas überein. 


Beim realen Gas wird die Funktion «(V, 7)+#0. Sie wird für verschie- 
dene Spezialfälle in den nächsten Abschnitten genauer untersucht. Die Haupt- 
schwierigkeit bei der Auswertung des Integrals (4) besteht darin, daß der 
Integrand sich nicht in einzelne, nur von jeweils wenigen Koordinaten abhängige 
Faktoren separieren läßt, die dann unabhängig voneinander integriert werden 
könnten. Die von der klassischen Mechanik her bekannte Unlösbarkeit des Viel- 
körperproblems findet hier ihren Ausdruck in der Nichtseparierbarkeit des Viel- 
fachintegrals (4). 


Setzen wir x(V, r) als bekannt voraus, so folgt aus (4) mit (462.3) für die 
Zustandssumme 


Die Freie Energie des Systems ist demnach 
Fe)" Hin). | ( 


Druck, Entropie und Energie folgen hieraus zu 


fr), Tre), 
ee Henn) m 


2.9 
or 


E- T 


(=), : Nkr + Nine (5%). 


T 
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Sie legen bei bekanntem x(P, r) die thermodynamischen Eigenschaften des 
Systems fest. 

Es bleibt noch das qualitative Verhalten von &x(V, 7) zu untersuchen. Diese 
Funktion wird wesentlich durch die Paarwechselwirkung allein bestimmt. Bei 
Molekülen hängt U,, im allgemeinen nur vom gegenseitigen Abstand ab, es gilt 
U;, = U(r,,). Diese. Funktion ist vom Typ der nebenstehenden Abbildung 463.1. 


Yıny 


Abb. 463.1. Wechselwirkungspotential zwischen zwei Molekülen. Die j;; =ertnpfkT7 _] 
werden im nächsten Abschnitt verwendet 


Sie enthält einen äußeren Anziehungsbereich ; bei einem bestimmten Mittelpunkts- 
abstand 2r, zweier Moleküle setzt jedoch eine starke Abstoßungskraft ein. Die 
Moleküle verhalten sich wie harte Kugeln vom Radius r,. Entsprechend ist das 
Verhalten der in (4) auftretenden Faktoren e” ?u/*?: Sie verschwinden für r < 27, 
sind im Anziehungsbereich größer als Eins und werden Eins für große Molekül- 
abstände. Bei einem Gas von sehr geringer Dichte machen sich die Abweichungen 
dieser Faktoren von 1 im Gesamtintegral nicht weiter bemerkbar, und das 
Integral (4) wird 1. Ein reales Gas in großer Verdünnung verhält sich also wie 
ein ideales Gas. 


Mit zunehmender Dichte verringert sich der mittlere Abstand der Moleküle 
voneinander und bei nicht zu hohen Temperaturen macht sich der Anziehungs- 
bereich von Abb. 463.1 jetzt stärker bemerkbar. Mit abnehmendem Volumen 
wächst daher «. Das bedeutet also 


Fr) 0 für r>2r, (8) 
und hat in (7) eine Verringerung des Drucks, verglichen mit dem des idealen 
Gases, zur Folge. Bei noch kleineren mittleren Molekülabständen aber macht 
sich die entgegengesetzte Wirkung des Abstoßungsbereichs wieder bemerkbar, so 
daß der Druck in (7) wieder steil ansteigt. Bei hohen Temperaturen jedoch ist der 
Anziehungsbereich (mittlere Figur von Abb. 463.1) effektiv weniger ausgeprägt. 
Daher treten beide Wirkungen gleichzeitig ein und (8) gilt nicht. Für tiefe Tem- 
peraturen wird die entsprechende Kurve im »V-Diagramm in Abb. 463.2 mit 
derjenigen des idealen Gases verglichen. Der flache (in Wirklichkeit genau 
waagerechte) Bereich der Kurve ist das Gebiet, in dem das Gas kondensiert. Im 
Gegensatz zur Zustandsgleichung des VAN-DER-WaAaLsschen Gases, die einen 
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instabilen Bereich enthält und dort Nichtgleichgewichtszustände beschreibt, kann 
die Zustandsgleichung (7) nur Gleichgewichtszustände enthalten. Das liegt an 
der Methode der statistischen Mechanik, die ja unter den verschiedenen prinzipiell 
möglichen Zuständen nur den einen thermo- 2 
dynamisch stabilen Gleichgewichtszustand 

auswählt. Die VAN-DER-WAALssche Gleichung 

(132.4) dagegen wurde unter weniger strengen BR 


> 
Voraussetzungen aufgestellt. a 
Abb. 463.2. pV-Diagramm eines idealen und eines real 
realen Gases zum Vergleich -y/ 


464 Reales Gas bei schwacher Wechselwirkung 


Zur Bestimmung von «(V,r) soll das Integral (463.4) unter der Voraus- 
setzung r > 2r, ausgewertet werden, also bei großer Verdünnung, wo sich die 
ersten Abweichungen vom Verhalten des idealen Gases bemerkbar machen. Wir 
zerlegen den Integranden von (463.4) zunächst in einzelne Faktoren: 

U; 
dt:..d S dt...d 
en 7 IIe ** er IIA+f3). (1) 


i<j 


i<s 


Die im letzten Gleichheitszeichen eingeführten Größen 
BRUCH 

weat =] (2) 
verschwinden im allgemeinen. Sie werden erst bei Annäherung von r;, an 2r, 
zunächst positiv, dann aber für r <2r, sehr rasch gleich — 1, siehe Abb. 463.1. 
Sie sind also von Null verschieden nur im Wechselwirkungsbereich zweier Mole- 
küle, der jedoch unter den gemachten Voraussetzungen klein gegen das dem ein- 
zelnen Teilchen im Mittel zur Verfügung stehende Volumen ist. 


Diese Besonderheit erlaubt eine näherungsweise Auswertung von (1) als 
er = lH ZH). (3) 
i<JI i<I 

Zunächst machen wir uns klar, daß (1) nichts anderes darstellt als den Mittelwert 

von J/(1 + f;,) hinsichtlich aller Koordinaten über das Gasvolumen V. Beim 

Ausmultiplizieren des Produkts entsteht zunächst eine 1, dann eine Summe über 

die fj5, und weiter entstehen Produkte mehrerer fi; miteinander. Dabei treten 

Ausdrücke folgender Art auf: 


haha haha j Ihe hehe 
hrksfıs# fielshıe: 


Die Ziffern bezeichnen verschiedene Integrationsvariabeln. Daher ist der Mittel- 
wert über das Produkt fi fs, gleich dem Produkt der Mittelwerte. Das gleiche 


(4 


18 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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gilt für den nächsten Ausdruck von (4), weil die f;, nur von den gegenseitigen 
Abständen r;, abhängen. Hält man r, zunächst fest und integriert über r, und rt, 
einzeln, so wird der Integrand unabhängig von r,. Im letzten Ausdruck von (4) 
jedoch sind beide Seiten voneinander verschieden. Diese Ausdrücke aber sind nur 
wenige unter den übrigen separierbaren Ausdrücken 3. Ordnung, und außerdem 
tragen sie nur unter der Voraussetzung etwas bei, daß die Orte t,, t, und r, sich 
alle drei im gegenseitigen Wechselwirkungsbereich befinden. Das ist unter den 
gemachten Voraussetzungen sehr wenig wahrscheinlich. Der in (3) gemachte 
Fehler besteht aber gerade darin, Ausdrücke von diesem Typ durch die Produkte 
der Mittelwerte zu ersetzen. Er spielt bei großer Verdünnung also keine Rolle. 
Sein Einfluß wird im nächsten Abschnitt genauer untersucht. Da die Mittelwerte 
aller /;,; unabhängig von i und j die gleichen Ergebnisse liefern und da außerdem 


hs < 1 ist, kann (3) in 
N N = NN. N 
en: (1 g m 2 hi. a 2 man) _ Mi 2 ) [- 2 &| es \ 2 )r: (5) 
überführt werden, denn die Zahl der Wechselwirkungspaare zwischen N Partnern 
und damit auch die Zahl der Faktoren in (1) und (2) ist (X). 


Unter den gemachten Näherungsvoraussetzungen erhalten wir also für die 
gesuchte Funktion 


NUDE ji - Frl farstııa & farle rl. 


Für das Potential setzen wir im Sinne von Abb. 463.1 und 464 
C 


U nn 
un-| " rz2r, (7) 


oo 


(6) 


an. (Die 6. Potenz wird von der Erfahrung am besten 


= " bestätigt.) Zur Abkürzung führen wir noch 
4r [64 
%=57-n U = 7,6 (8) 


ein. v, bedeutet das Volumen eines Moleküls (Ab- 
stoßungsbereich) und u, den Maximalwert vom 
Betrag des Potentials. Die Auswertung von (6) er- 
gibt dann bei hoher Temperatur 


oo oo 
a(V,r) Ei — 81, ı drU(r) u! a dr 
27V kr 2V kr r6 


27, 


Abb. 464. Näherung (7) für 
das Wechselwirkungspoten- 
tial zwischen zwei Molekülen 


(9) 


27 


N a 4rC 4Nw u 
gr |-8%- Son | y [-1+ |: 


Hier wurde für r > 2r, der Exponent nach 1/7 entwickelt. 
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Druck und Energie ergeben sich so zu 


(10) 


Beide enthalten, verglichen mit dem idealen Gas, die Zusatzglieder nächsthöherer 
Ordnung in 1/V. Glieder von noch höherer Ordnung als 1/V sind durch die im 
Zusammenhang mit (3) gemachte Näherung vernachlässigt. Wir vergleichen diese 
Formeln mit den entsprechenden (132.4) und (227.5) des vAn-DER-WaALsschen 
Gases für große V: 


_ Nkr A? Nkr  NkıBß- A? I 8 
ey mer r? E=—Nkr- 7. (11) 


Der Vergleich mit (10) liefert 
B=4N\ A=4NuvNw=RBNw (12) 


für die Konstanten des van-DER-WaAusschen Gases. An diesem Ergebnis ist 
bemerkenswert, daß /3 hier nicht wie in [132] das Molekülvolumen bedeutet, 
sondern das Vierfache davon. Dies liegt letzten Endes daran, daß im verdünnten 
Gas das einzelne (punktförmig gedachte) Molekül die jeweils übrigen Moleküle als 
Hindernisse vom Radius 2r, und damit von vierfachem Wirkungsquerschnitt 
empfindet. Das Verhältnis A?/B wird, wie die zweite Formel zeigt, durch «, 
bestimmt. u, kann hier als Maß für die zwischen den Molekülen vorhandene 
Anziehungskraft, die VAN-DER-WAALssche Kraft, angesehen werden. 


465 Berechnung der höheren Virialkoeffizienten 


Im vorliegenden Abschnitt soll eine genauere Auswertung von (464.1) für 
&(V, r) durchgeführt werden. Sie findet ebenfalls unter der Voraussetzung großer 
Teilchenzahl N statt und soll für @ eine Potenzreihe in (1/7) liefern. Die Aus- 
multiplikation des Integranden liefert für (464.1) einen Ausdruck von der Form 


1 
er (Ar... den SITh- m 


Der Integrand enthält eine Summe über Produkte der f; j, die nachfolgend genauer 
untersucht werden muß. Die integrierten Produkte werden als Cluster bezeichnet. 
Sie werden ‚reduzibel“ genannt, wenn sie, wie die beiden ersten Ausdrücke in 
(464.4), bei der Integration in Cluster niedrigerer Ordnung zerfallen. Wenn sie 
sich, wie der letzte Ausdruck in (464.4), nicht durch Cluster niedrigerer Ordnung 
darstellen lassen, heißen sie irreduzibel. (Für die Unterscheidung reduzibler und 
irreduzibler Cluster siehe (18) bis (26).) 


Wir führen die Größe 


n!P._ı 
Vr-ı 


9-7 [Au.. du 2 IIh;= (2) 
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ein und verstehen darunter die Summe aller irreduziblen Cluster, an denen n Teil- 
chen (bzw. ihre Ortskoordinaten) beteiligt sind. g, ist natürlich mit f , identisch. 
In (1) taucht 9, so viele Male (mit verschiedenen Indizes i, j) auf, wie es möglich 
ist, unter N Punkten zwei bestimmte auszuwählen. Ihre Anzahl ist 

N N(N-]) N? 

a zu: (3) 
in der Näherung für große N. Daneben gibt es in (1) Produkte, die zu 93 führen. 
Würde man für deren Anzahl das Quadrat von (3) ansetzen, so hätte man die 
wirklich auftretenden Kombinationen um einen Faktor 2 überschätzt, weil z.B. 
neben den Indizes 12,34 die umgekehrte Kombination 34,12 in (1) nicht noch 
einmal auftritt. In diesem Sinne und immer in der Näherung (3) kann der Beitrag 
von g, in (1) näherungsweise durch die Potenzreihe 


MN 1jD8 ie, 1488 ‘> 
eNe=1+ (5 .)+2(3 9.) sis Al as EEE zu (4) 


dargestellt werden. Dieses Verfahren ist nur berechtigt, wenn die Reihe rasch 
konvergiert, weil sich bei höheren Gliedern der in (3) gemachte Fehler immer 
stärker bemerkbar macht und außerdem die wirkliche Reihe nach N Gliedern 
spätestens abbricht. 

Hinzu treten die Glieder mit g, und höheren Clustern. Der Cluster 9; tritt so 
oft auf, wie es möglich ist, unter N Punkten drei bestimmte auszuwählen, also 


N\_NW-DN-2  M 
(3) 31 m 6) 
mal. Berücksichtigt man das mehrfache Auftreten von Olustern 9, ,so treten Glieder 
en Typ N3 1 N3 2 T N® 3 

(5 2)+ 5 (5 9.) + rl) + (6) 

zu (4) hinzu. Bei Clustern n-ter Ordnung sind dies die Glieder 
‚[N* L/N® 12, L(Nr \8 e 
++) +) 2 aM) 


für g„. Weiter ist in (1) zu beachten, daß in den Produkten solche Cluster auf- 
treten, die in g, und g, zerfallen. Sie liefern einschließlich der höheren Potenzen 


Glieder vom Typ 
N \/N\ 1 (m nm m 
+5) (5 + tele 2) (37%) 2 (8) 


zu (4) hinzu. Weiter treten Produkte hinzu, die mehrfach in g,, 95 und 9, zer- 
fallen. Sie liefern Ausdrücke wie 


1 N: kıN® UN: m 
lim! (5 0.) (3 9) (5 9) N (9) 


+ 


für alle &, ! und m. 
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Um alle zu (1) beitragenden Cluster zu überschauen, führen wir zur Abkürzung 
N* 
(7 9) = 2 (10) 


ein und fassen die bisherigen Ausdrücke zunächst zu 


1 gr 1 
M-ltnt+zit gt tatziutr tt 
> ! 2 an 
1 1 
+4 +77, Eu + mat 


zusammen. Es ist leicht erkennbar, daß diese Glieder sich zu 


N 1 1 1 1 
er (Mtmtzitgt)(l+tg +7, %+ (+ 2..)... (12) 
zusammenfassen lassen. Unter den gleichen Konvergenzvoraussetzungen wie 
in (4) kann jede Klammer in (12) durch eine e-Funktion ersetzt werden, so daß 

eN® — eletlstait (13) 

entsteht. Auch diese Gleichung ist nur richtig, wenn die im Exponenten stehende 
Reihe rasch konvergiert. 

Als Ergebnis dieser Überlegungen erhalten wir 


1 oo [0,°] N" 
a#(V,r) = N PA ze y 2, 7 In (14) 


für die gesuchte Funktion «(V, r). Mit Einführung der in (2) noch definierten 
Größen ß, geht (14) in die Reihe 


«(V,r) = 2(7 )"Ano) (15) 


über. Die Koeffizienten ß, werden als Virialkoeffizienten bezeichnet. Anschließend 
wird gezeigt, daß diese unabhängig von V sind, solange das Volumen V 
groß genug ist und sich in den Integrationsgrenzen von (2) nicht wesentlich 
bemerkbar macht. Damit ist die Aufgabe, «(V, r) als Potenzreihe in 1/V dar- 
zustellen, zunächst gelöst. Für die Energie des Systems erhalten wir nach (463.7) 


E Ner|; +3(7 Y nr r}, (16) 
T 
und die Zustandsgleichung geht von (462.7) in 


pV/=Nkr I - (2) (17) 


über. 


278 4 Statistische Mechanik [465] 


Wir betrachten jetzt die durch die Rechenvorschriften (2) eingeführten Virial- 
koeffizienten. ß, ist durch 


= yfändune=3[dr te) (18) 


gegeben und wurde bereits im vorigen Abschnitt ausgewertet. P, enthält die 
irreduziblen Cluster mit drei Koordinaten. Hier existiert nur eine einzige Kombi- 
nation, nämlich 13 
Ba= zy plan didtchrfahs- (19) 


Durch Einführung der Relativkoordinaten 
173 == I] —= ER Ta = I] = ER (20) 


wird der Integrand unabhängig von t,. Die Integration dr, kompensiert den 
Faktor 1/V. Da die Funktion f nur in einem Bereich von der Größenordnung v», 
von (464.8) von Null verschieden ist, erhält das Ergebnis die Größenordnung »2. 

Zur Veranschaulichung der Cluster ist es zweckmäßig, die Koordinaten durch 


Punkte zu bezeichnen und die Funktionen f;, durch Verbindungsstriche zwischen 
den Punkten ; und j. So können die Cluster (18) und (19) durch 


Bı= — B= N, 21) 


dargestellt werden. Der in (1) auch enthaltene Cluster 

1. I A | 

ET yfau dndtshehs- an (22) 
ist reduzibel. Wir führen die Differenzkoordinaten 3=r, — r, undS’ = 1, —T, 


ein und erhalten 1ıı 5 
3; yldedads to l@)=zA- (23) 


Reduzibel sind also nicht nur Cluster, die aus unzusammenhängenden Strich- 
gruppen bestehen, sondern auch solche wie zum Beispiel 
2 4 


ar wlan. -Arshefshshahste- AN s (24) 


U 8 5 


die aus zwei Strichgruppen mit nur einem gemeinsamen Punkt bestehen. Führen 
wir in (24) die Differenzkoordinaten 3; =t,; — t, ein, zerfällt dieser Cluster in 
zwei vom Typ f;. Wegen der belanglosen Bezeichnung der Integrationsvariabeln 
können die Ziffern an den Clustern in (21), (22) und (24) fortgelassen werden. 


Die Clusterdarstellung läßt einfach übersehen, daß die in ß, enthaltenen 
irreduziblen Cluster 4. Ordnung durch 


OXMX,NıRKNE,N ®» 
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dargestellt werden können. Wegen der belanglosen Bezeichnung der Koordinaten 
sind die ersten drei und die nächsten sechs jeweils untereinander gleichwertig. 
Ps besteht also aus den Clustern 


%-1[30 +6 N + RR} (26) 


Die Zusammenfassung der Cluster 5. Ordnung zu f, ist schon erheblich um- 
ständlicher. Auch die mathematische Auswertung der Cluster wird von Ordnung 
zu Ordnung umfangreicher, da die Integrale voraussetzungsgemäß nicht separier- 
bar sind. Wichtig aber ist für alle Cluster ,, daß durch Einführung von Relativ- 
koordinaten im Sinne von (20) die Integranden zunächst unabhängig von t, 
gemacht werden können, so daß der in 


1 1 
Pa an ven. An Sl (27) 


verbliebene Faktor V durch [ dr, kompensiert wird. Die ß, sind also alle von V 
unabhängig. Weiter liefern die Integrationen über d3,, d3,, ... jeweils nur Bei- 
träge von der Größenordnung v,, so daß größenordnungsmäßig 


Pro (28) 


gilt. Die Konvergenz der Reihen (15) bis (17) ist daher nur unter der Voraus- 
setzung 


(7) Bus ( _ ) <1 (29) 


möglich, daß also das von allen Molekülen zusammen in Anspruch genommene 
Volumen Nv, klein gegen das zur Verfügung stehende Volumen V ist. Sobald 
diese Voraussetzung bei kleiner werdendem V nicht mehr hinreichend gesichert ist, 
divergieren die Reihenentwicklungen. Dies ist in dem Volumenbereich der Fall, 
wo das reale Gas kondensiert. Die von J. E. Mayer durchgeführte Untersuchung 
der Divergenz dieser Reihen führt im Rahmen Her Gleichungen (15) bis (17) 
auch noch zur Beschreibung des Kondensationsphänomens selbst. Eine zusammen- 
fassende Darstellung findet sich z. B. in J. E. MAyEr und M. GoOEPPERT-MAYER, 
Statistical Mechanics, New York 1948. 


Übungsaufgaben 


46.1. Verdünntes Gas mit Wechselwirkungspotential (464.7). Wie hängen die VAN-DER-WAALS- 
schen Konstanten A? und B in 1. Näherung von der Temperatur ab? 


46.2. Mit dem Wechselwirkungspotential U (r) = © 6(2r, — r) — (e/r) e”"!!O(r — 2r,) berechne 
man analog zu [464] die van-DER-WaALsschen Konstanten /#? und /3 näherungsweise 
und diskutiere die Grenzfälle > 0 und r,— 0. 
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46.3. Zwei Gase (mit gleichem p und r) in V, bzw. V, mit Wechselwirkungspotentialen (464.7). 
(An die Stelle von u, und r, treten «, und r, bzw. u, und r,.) Gesamtvolumen V = V,+V, 
wärmeisoliert. Wie ändert sich die Temperatur bei Durchmischung unter der Voraus- 
setzung großer Verdünnung (/3,,, < V,,) und hoher Temperatur (A},/V12 < N,.kr)? 
(Wechselwirkung zwischen den beiden Komponenten ebenfalls nach (464.7) mit us 
anstelle von ,.) 


46.4. Hartkugelgas mit dem Wechselwirkungspotential U (r) =®6(2r,—r). Wie groß sind 
die Virialkoeffizienten ß, und ß,? Man gebe den Druck in entsprechender Näherung an. 


47  Gasentartung 


Zusammenfassung: Ein Gas wird mit einem Wärmespeicher und einem Teilchen- 
reservoir verbunden. Seine Energieänderung dE = rdS— pdV + &dZ hängt auch von 
der Änderung dZ der Substanzmenge ab. &, das Chemische Potential, ist mit der partiellen 
molaren Freien Enthalpie identisch. Dieses thermodynamische System wird durch die groß- 
kanonische Gesamtheit beschrieben. Sie enthält zwei innere Parameter, die die mittlere 
Energie und die mittlere Teilchenzahl charakterisieren, nämlich die Temperatur r und das 
Chemische Potential £. Die thermodynamischen Zustandsgrößen des Systems lassen sich 
aus der großkanonischen Zustandssumme berechnen. Der Zustand » eines Gases v rd durch 
die Angabe aller Besetzungszahlen n} beschrieben. Die näherungsweise klassische Auswertung 
der Zustandssumme führt zur MAxwELL-BoLTZMANN-Statistik. Die exakte quantenmechani- 
sche Auswertung führt zur Bose-Eınstein-Statistik, wenn die Besetzungszahlen n} alle 
Zahlenwerte durchlaufen. Das Boszgas ‚‚kondensiert‘‘ bei großen Teilchendichten im Grund- 
zustand. Sind für die Besetzungszahlen nur die Zahlenwerte 0 und 1 möglich, so entsteht die 
FERMI-DirAc-Statistik. Das FERMIgas erfüllt bei z = 0 im Impulsraum eine Kugel. Beir+0 
werden die Zustände am Rande der Impulskugel ‚„aufgelockert‘‘. Die Wärmekapazität ist 
bei tiefen Temperaturen C', — r. 


471 Thermodynamik von Systemen mit veränderlicher Teilchenzahl 


Bei der in diesem Kapitel beabsichtigten Untersuchung von Gasen ist es zweck- 
mäßiger, Systeme zu betrachten, deren Teilchenzahl veränderlich ist, die also 
mit einem Wärmespeicher in Kontakt stehen und darüber hinaus durch eine 
kleine Öffnung oder dergleichen mit einem Teilchenreservoir verbunden sind. 
Abb. 471 zeigt ein derartiges System. Links befindet sich das System selbst, 
dessen Druck p und Volumen V wie 
üblich regulierbar sind. Es befindet 
sich im Kontakt mit einem Wärme- 
bad r und enthält (um einen nicht- 
trivialen Fall derartiger Systeme zu 
behandeln) ein Gemisch von zwei 
Substanzen. Am unteren Ende des 
Gefäßes ist eine semipermeable Wand 
Abb. 471. Thermodynamisches System mit vorhanden, durch die eine der beiden 

veränderlicher Teilchenzahl Substanzen hindurchtreten kann und 
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so mit dem rechts befindlichen Teilchenreservoir Verbindung hat. Bei Ver- 
schiebung vom Stempel des Teilchenreservoirs ändert sich mit dem hierfür 
charakteristischen Parameter & auch die Teilchenzahl dieser Substanz im System. 


Die Energie des Zweikomponentengemischs von Abb. 471 ist in der Form 


E=E(8,V,Z,, Z,) () 


von den Molzahlen Z, und Z, der beiden Substanzen abhängig. Bei Änderungen 
dieser Zustandsgrößen ändert sich die Energie entsprechend (314.2) gemäß 


|an=ras-pav+taz +%d2,. (2) 


Da wir auch Substanzänderungen zulassen, treten die Terme mit dZ, und dZ, 
hinzu. Die Koeffizienten Z, und £, müssen noch untersucht werden. Nach [325] 
und auch [35] läßt sich eine extensive Größe wie E als homogene lineare Funktion 
in Z, und Z, darstellen. Allerdings müssen wir hierbei beachten, daß auch die 
Entropie $ und das Volumen V extensive Größen sind und sich genau wie E 
in der Form 


E=&Z+ %2s S=$Z + 82 V=1,Z4, +24 () 
darstellen lassen. Wie die Ableitung der Gleichungen (3) in [351] erkennen läßt, 
müssen wir, um die partiellen molaren Größen e, und e, zu bestimmen, die Energie E 


zunächst in einer Form darstellen, in der sämtliche Variabeln außer Z, und Z, 
intensive Größen sind. Dann bedeutet die partielle molare Energie e, entspreehend 


oE & 
E=E(&, 8, Vi Va, Zu, Zu) = (dz), 5 ,k=12 (4) 


gerade die partielle Ableitung bei Festhalten der intensiven Größen s, und v;. 
Für eine Änderung der Energie, bei der die letzteren Größen konstant gehalten 
werden, gilt also 

(dE)s,,v,= &4dZ,+®,dZ,. (5) 


Die e; dürfen keineswegs mit den Z, von (2) verwechselt werden. Um den Zu- 
sammenhang zwischen beiden zu ermitteln, zerlegen wir S und V in (2) ent- 
sprechend (3) und erhalten so 


dE=Z,(rds, — pdv;) + Z,(rds, — pdv;) (6) 
+ (&4,-Pv +78)dZ + (&a- PY+ T%) dZ,. 
Der Vergleich mit (5) erlaubt, diesen Ausdruck in der Form 
dZE=Z (rds, -pdv,) + Z%(rdg—-pdv)+e&dZ, +edZ, (7) 


zu schreiben. Wir erhalten somit 


Lea +Ppn Ts, =8 .=&+Pp%n-T,= 8 (8) 
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für den Zusammenhang der £; und e,. Die Größen 5, sind also offenbar mit den 
partiellen molaren Freien Enthalpien g; der betreffenden Substanzen identisch. 


Um uns von der Richtigkeit dieses E gebnisses zu überzeugen, betrachten wir 
die Freie Enthalpie des Gemisches, die nach (314.7) und (325.5) durch 
G=6(p,1,2,2)=E+pV - 18 = gZ4+ 82 (9) 
charakterisiert wird. Für Änderungen von (9) erhalten wir mit (2) 
d@=-Sdr+Vdp+&,dZ, +L6zdZ,. (10) 
Da hier die übrigen Variabeln p und r aber intensive Größen sind, fällt die bei 
der Energie E erforderliche Unterscheidung fort, so daß die Z, entsprechend 
RR RN _ 
= (32;),,” 81 = (2), 82 
mit den zugehörigen partiellen molaren Größen direkt identisch sein müssen. 
Gelegentlich empfiehlt sich ein Wechsel der Variabeln £,; und Z,. Er wird in ähn- 
licher Weise herbeigeführt wie in [232] der Übergang von der Energie zur Enthalpie 


beim Wechsel der Variabeln Y und p. Wir führen als neue thermodynamische 
Größe 


ıı) 


K=z4-54,-62%=K(p, Tr, {,, &) (12) 
ein. Für deren Änderungen folgt aus (10) 
dK=-Sdr+Vdp- Zi -Zudh,. (13) 


K stellt sich daher einfach als Funktion der Variabeln Z, und £, anstelle von Z, 
und Z, dar. Die Gleichungen (9) und (11) allerdings haben zur Folge, daß K 
identisch verschwindet. 

Zurückkehrend zur Betrachtung unseres Systems von Abb. 471, bezeichnen 


wir die von der semipermeablen Wand nicht durchgelassene Substanz mit dem 
Index 0, die durchgelassene bleibt ohne Index. Es gilt daher 


Z, =2 Z, = Z, = konst. (14) 


Z, braucht hier nicht weiter beachtet zu werden, da diese Größe bei den in Abb. 471 
zugelassenen Zustandsänderungen konstant bleibt. Die Energie (1) ist daher 
entsprechend E = E(S, V, Z) eine von drei Variabeln abhängige Funktion ent- 
sprechend den drei Freiheitsgraden des Systems von Abb. 471. Bei Änderungen 
der Energie gilt analog zu (2) 


dE=rdS—-pdV+Ö{ödZ mit {Ü=g. (15) 


© = g ist die partielle molare Freie Enthalpie der regulierbaren Substanz. Beim 
Übergang zur Freien Energie F=E — r$ folgt 


dF(W,r,2)=-Sdr-pdV+LdZz. (16) 
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Genau wie hier mit den Variabeln S und 7 verfahren wir mit den Variabeln Z 
und £ durch Einführung der Funktion 


J=JV,r,()=F-[L2. (17) 


Änderungen dieses thermodynamischen Potentials werden also durch 


|d/=-Sar- pav- Zac (18) 


beschrieben. Das in (17) und (18) eingeführte thermodynamische Potential J spielt 
bei den weiteren Untersuchungen dieses Kapitels eine wichtige Rolle. Wegen 


F=G-pV und G=gZ+ 9% (19) 
stimmt J mit 
J=6G-gZ-pV = 9% - pV (20) 


überein. Bei reinen Substanzen also, bei denen Z, verschwindet, gilt (mehr zu- 
fällig) J= — pV. 


Der hier auftretende Parameter & = g wird vielfach als Chemisches Potential 
bezeichnet. Das ist folgendermaßen zu verstehen: Rein mechanisch ist eine 
Teilchenmenge öZ im Gleichgewicht zwischen zwei Zuständen 1 und 2 frei ver- 
schiebbar, wenn beide die gleiche (mechanische) potentielle Energie besitzen. Bei 
Systemen im Temperaturgleichgewicht dagegen muß die Energie bekanntlich 
durch die Freie Energie ersetzt werden. Bei Systemen mit Druckausgleich tritt 
darüber hinaus die Freie Enthalpie an die Stelle der Freien Energie. Für einen 
Austausch von öZ im Gleichgewicht zweier Phasen gilt zum Beispiel g, = & 
(Dampfdruckformel). Kommen schließlich die beiden betrachteten Phasen nicht 
rein, sondern in Gemischen vor, so sind g, und 9, durch gg =4, und = |, 
zu ersetzen. & =g spielt also bei chemischen Prozessen in Gemischen dieselbe 
Rolle wie die potentielle Energie bei rein mechanischen Vorgängen. Der Begriff 
„Chemisches Potential“ ist also als eine Erweiterung des entsprechenden 
mechanischen Begriffs aufzufassen und nicht etwa im Sinne eines thermodyna- 
mischen Potentials. Vom Begriffssystem der phänomenologischen Thermodynamik 
her wäre man eher geneigt, £ in (16) mit p zu vergleichen und dementsprechend 
—£ als symbolischen ‚Kraftparameter‘‘ anzusehen, der zur Variabeln Z des 
Systems gehört. In der statistischen Mechanik ist es oft vorteilhafter, ö nicht mit g, 
sondern mit g/n zu identifizieren. Dann bedeutet © = g/n die auf das einzelne 
Teilchen bezogene mittlere partielle molare Freie Enthalpie. 


472 Die großkanonische Gesamtheit 


Neben der mikrokanonischen und der kanonischen Gesamtheit sind je nach 
den Bedingungen, denen ein System unterliegt, noch weitere Gesamtheiten 
möglich. Wie im vorigen Abschnitt betrachten wir in Abb. 472 ein Gas |, 
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das mit einer sehr großen Gasmenge 2 verbunden ist. Die letztere wirkt als 
Wärmereservoir, bei geöffneter Verbindungsklappe aber auch als Teilchenreservoir. 
Auf diese Weise befindet sich das Gas 1 in einem Zustand, in dem weder die 
Energie Z,, noch die Teilchenzahl N, genau vorgegeben sind. 


Das Gesamtsystem beschreiben wir wie in [443] als mikrokanonische Gesamtheit 
durch eine stationäre Schar von Phasenpunkten im Energieintervall 


B-SE<EB+B,<E$. (ı) 


Wir definieren 


HAN im Intervall 
IN= 2 
BER 0 außerhalb 2) 


Abb. 472. Zur Erklärung der 3 . 
großkanonischen Gesamtheit als die Zahl der Phasenraumpunkte im Volumen IR 


vom Phasenraum des Gesamtsystems. Zur Bildung 
von Scharmitteln ist über den Phasenraum [AR zu integrieren. Genaugenommen 
muß nicht integriert, sondern über gleich große Phasenraumzellen AR, = al 
summiert werden. In diesem Sinne ist also die Schreibweise [AR nur symbolisch 
zu verstehen. 


Wir betrachten ein bestimmtes Phasenraumelement AR. Es entspricht einem 
Zustand des Gesamtsystems, bei dem sich die Teilchen an ganz bestimmten 
Stellen t,...ty befinden, in Abb. 472 also entweder in 1 oder in 2. Dem- 
entsprechend zerlegen wir IR in 


AR=AN,AN,, (3) 


wobei dt, die Koordinaten der gerade in 1 befindlichen Teilchen enthält und 
AR, die übrigen. In diesem Sinne zerfällt die Gesamtintegration AR in Teil- 
integrationen 

AR=-NAÄARAN;. (4) 
Die Summe enthält die verschiedenen Möglichkeiten dafür, daß diese oder jene 
Teilchen in verschiedener Zahl im System 1 vorhanden sind. 


Bei ununterscheidbaren Teilchen tritt ein bestimmtes Volumenelement AR, AR, 
einmal auf, wenn die Teilchen Nr.1...N, links und Nr. N, +1...N rechts 
sind, ferner und mit gleichem Ergebnis, wenn ein Teilchen links mit einem Teil- 
chen rechts ausgetauscht wird, usw. Die Gesamtzahl derartiger Vertauschungs- 
möglichkeiten beträgt nach (414.2) N!/N,!N,!. Daher kann (4) durch die einfache 
Summe 

z N R 
N mr mit N=N-N, (5) 


dargestellt werden. Hier bezieht sich dR, einfach auf die Teilchen Nr.1...N, 
und dR, auf die übrigen. (5) läßt sich auch in der Form 


an AN, AN, 
Mg Mi Mi (6) 
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darstellen. Bei der Integration AR und entsprechend auch bei dX, und AR, ist 
jede Teilchenkonfiguration mit ihren möglichen N! Vertauschungen N! mal ent- 
halten. Zählen wir daher den Forderungen des III. Hauptsatzes [447] entsprechend 
jede derartige Teilchenkonfiguration nur einfach, so tritt bei dieser Zählweise 


N, 
an die Stelle von (6). 


Nun betrachten wir die Scharmittel charakteristischer Größen des Systems 1. 
A(1) sei irgendeine physikalische Eigenschaft des Systems 1, zum Beispiel die 
Gesamtenergie der gerade in 1 befindlichen Moleküle. Entsprechend (7) können 
wir dieses Scharmittel durch 
En faREAı) LEmfaRı Al) AR: o 
faRe Lr, fARı [ARE 


darstellen, da A nur von den zu dt, gehörigen Koordinaten abhängt. 


Die Auswertung der Integrale über dS}t, bei einer ganz bestimmten Energie Z, 
und Teilchenzahl N, liefert mit (2) entsprechend (443.5) 


[AR 0 = 001% -E, N-N)-YE-E-5E,N-N)] 9 


(8) 


die Differenz der Phasenraumvolumina an den Enden des Intervalls (1). Die weitere 
Auswertung erfolgt wie in (443.6) durch Entwicklung im Exponenten 
?ln2 ___ din2 


fan,» 2,8 - m, v- = na 9,08,” d?E "2X, (10) 


Dieses Ergebnis kann durch 

fAR, = CHAR. (11) 

mit den drei zunächst willkürlichen Konstanten C, # und £ dargestellt werden. 

Sie sind Eigenschaften des Systems 2. Das Scharmittel (8) geht hierbei in 
— Em fARı Al) Haren 


A(l)= 12 
N ee 12) 


über. Die Konstante C ist daher ohne Belang. 


Ersetzen wir die symbolische Phasenraumintegration durch die Summation 
über gleichgroße Phasenraumelemente, so entsteht 


(13) 


für das Scharmittel. Die zweite Gleichung für w, charakterisiert die sogenannte 
großkanonische Gesamtheit. Sie enthält im Gegensatz zur kanonischen Gesamtheit 
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zwei innere Parameter, die Temperaturfunktion #% und den ‚„Normierungs- 
parameter“ &. Letzterer ist übrigens, wie sich in [473] herausstellen wird, mit dem 
im vorigen Abschnitt [471] eingeführten, auf das einzelne Teilchen bezogenen 
Chemischen Potential identisch. Beide Parameter werden dem System 1 durch 
das Wärmebad und das Teilchenreservoir 2 aufgeprägt. Sie bestimmen die 
mittlere Energie E und die mittlere Teilchenzahl N des Systems 1. 


Eine sorgfältige Ableitung der kanonischen Verteilung [443] muß auch die 
vom III. Hauptsatz vorgeschriebene Zählung berücksichtigen. Das geschieht da- 
durch, daß bereits in [443] alle Integrationen als symbolische Schreibweise für 
die entsprechenden Summationen über die Phasenzellen aufgefaßt werden. Im 
übrigen muß dort überall dA durch dt ersetzt werden, womit zum Ausdruck 
gebracht wird, daß durch Vertauschungen auseinander hervorgehende Zustände 
nur einfach gezählt werden. IR,AR, in (443.1) insbesondere muß zunächst 
durch (6) mit festem N, und N, = N — N, und dann durch (7), also AR, AR, 
ersetzt werden. Die Ergebnisse (443.11 und 12), wieder mit AR, statt AR, , besitzen 
dann genau die in den späteren Gleichungen (444.1 bis 5) geforderte Bedeutung 
(und brauchen nicht erst umgedeutet zu werden), einschließlich der vom III. Haupt- 
satz geforderten Streichung ‚identisch miteinander entarteter‘‘ Zustände. 


473  Zustandssumme der großkanonischen Gesamtheit 
Für die soeben eingeführte großkanonische Gesamtheit sollen jetzt die wichtig- 

sten thermodynamischen Zustandsgrößen 
E=)E,w, S=—-kyYw,inw, 


A) 
N=YN,w, mit w, = BEr- NV] „HE EN 


berechnet werden. Analog zu [444] führen wir mit 


&(0, 6) =,0Er Nr 


die Zustandssumme der großkanonischen Gesamtheit ein. Wir beginnen mit der 
Berechnung von $ aus (1) und erhalten zunächst 


= erilkr (2) 


S= —kS,w,[In Er -2Nv ja In}. Der -*Nv] (3) 
und weiter unter Berücksichtigung von (2) 
S-? ZN 4602. (4) 


Nunmehr definieren wir als charakteristische Zustandsgröße 


JV,r,ö)=-krn&=E-rS8S-EN=F-I[N. (5) 
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Sie sieht der in (471.17) eingeführten Größe J formal sehr ähnlich. Ob sie mit 
ihr übereinstimmt, bleibt zu untersuchen. Bei Änderung ihrer Variabeln entsteht 


dJ= (3u),.ar + (ar), wi, .. ” 


Zur Bestimmung dieser Ableitungen untersuchen wir zunächst die Ableitungen 
der Zustandssumme (2) 


RE = SB, IN,)w=B- {N 

nd 7) 
9lnZ Sun on _, 
mad ndoB, 


Mit ihnen erhalten wir für die in (6) auftretenden Ableitungen 


a N InZ dind B-in Being 
(Fu). ein - Bas 9hnd dr -( Ze 7 ) 7 8 
u | 9nz OH, Anz _2B, „ _ (DE 

(gr)... —% m mi on ag (ar) er 8 
37 Ilnz 
(ar i“ 7 ale 9 N 


Zusammenfassend läßt sich also feststellen, daß die wichtigsten thermodynami- 
schen Zustandsgrößen sich entsprechend 


Mi le Rh 


ar )v a nt 9 /v,r 
als Ableitungen von J(r, V,&) bzw. als Ableitungen der Zustandssumme dar- 


stellen lassen. 


Bei kleinen Änderungen ihrer Variabeln ändert sich die Größe J also ent- 


sprechend 
dJ Sdr—pdV —Nd£. (10) 


Diese Gleichung stimmt mit (471.18) überein, außer daß dort Z statt N im letzten 
Term steht. Die in (5) definierte Größe J ist demnach mit dem in [471] eingeführten 
thermodynamischen Potential J identisch. & ist also das Chemische Potential. 
hier aber auf ein einzelnes Molekül bezogen. 


Bei idealen Gasen üben die Teilchen keine Wechselwirkung aufeinander aus. 
Hier setzt sich ein Zustand EZ, der Gesamtenergie des Gases allein aus den Teilchen- 
energien e, entsprechend 


E,= Den, N,=23n 1) 


zusammen. n} ist die Zahl der Teilchen, die sich im Gesamtzustand » des Systems 
gerade im Einteilchenzustand & mit der Energie e, befinden. Jeder Gesamtzustand » 
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der großkanonischen Gesamtheit wird also durch die Gesamtheit der Besetzungs- 
zahlen 

VON NZ... N. - Mo (12) 
ohne Nebenbedingung für N, charakterisiert. Die Zustandssumme (2) erhält 
nun die Form 


2 Lan (ex) 5 
er 4 ui ; (13) 


und die Summation erfolgt auch hier über alle möglichen Besetzungszahlen. Bei 
der Charakterisierung (12) der Zustände ist von vornherein dafür gesorgt, daß 
alle durch Teilchenvertauschung auseinander hervorgehenden Zustände nur ein- 
fach gezählt werden. 


Als mittlere Besetzungszahlen führen wir die Größen 


N = INU, (14) 


ein. Mit ihnen läßt sich die mittlere Energie durch 
E=-Ye,mb,= DEN (15) 


darstellen und der Mittelwert irgendeiner anderen physikalischen Größe ent- 


sprechend durch 
A=Na,n,w, = DA, N.- (16) 


a, ist die zu A gehörige Teilcheneigenschaft im Teilchenzustand «. Für die 
mittlere Energie & pro Teilchen wie auch für die mittlere Teilcheneigenschaft @ 
erhalten wir die Ausdrücke 

= N. e 

E= 2 Ey ü= 2%, 


N, 
N 


N=)3n,: (17) 


Um also die charakteristischen Größen eines idealen Gases zu berechnen, ist die 
Kenntnis der in (14) eingeführten mittleren Besetzungszahlen n, vollkommen 
ausreichend. Sie können, wie man leicht nachprüft, aus der Zustandssumme (13) 
durch 


1 ° 
Er rs &,) (18) 


gewonnen werden. 


474 Maxweıu-BoLTzmann-Statistik 


Die Zustandssumme (473.13) der großkanonischen Gesamtheit soll ausgewertet 
werden. Je nach den Voraussetzungen, unter denen die Zustände » gezählt 
werden, sprechen wir von MAXWELL-BOLTZMANN-Statistik, von BosE-EINSTEIN- 
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Statistik oder von FERMI-DirAc-Statistik. Die erstere besteht nach [461] darin, 
die beim Übergang (447.7) zur klassischen Zählweise auftretenden Faktoren n}! 
einfach zu streichen, weil bei hohen Temperaturen ohnehin nur n=0 und 1 
berücksichtigt zu werden brauchen. Dieser Übergang wird bei der großkanonischen 
Gesamtheit gemäß 


20 ie ne BEr-EN, 69) 
durchgeführt. 


Bei der hier durchzuführenden Auswertung jedoch wird zwar die gleiche 
Näherungsvoraussetzung n}! = 1 gemacht, aber nicht zur klassischen Zählweise 
übergegangen. Das entspricht in der Zustandssumme 


&(9,L) = = 


ACH -9 (2) 


dem Hinzufügen gerade dieser Faktoren und hat, wie sich sogleich herausstellen 
wird, für die Auswertung gewisse Vorteile. 


Die Summation über die Systemzustände » führen wir durch, indem wir 
zunächst über alle n} = 0, 1,2,... zu summieren, deren Summe S),n, = N, zu 
einer bestimmten Gesamtteilchenzahl gehört. Anschließend wird über alle N, 
summiert. (2) schreiben wir in der Form 


a N,! Eand (eg - 
&(9, 8) Em! m? ad, (3) 


Die gleichen Binomialkoeffizienten wie in (3) erhalten wir auch bei Ausmulti- 
plikation der Potenzen in 


ZW,)=-N n (Hat) dr. N 
N,» 


Daher sind beide Ausdrücke gleich. Die noch verbliebene Summation über die N 
liefert eine Exponentialfunktion, so daß 


(0,2) = exp (0°) (5) 


Die mittlere Teilchenzahl im Teilchenzustand & erhalten wir mit (473.18): 


v 


entsteht. 


IM) _ gt 
md, = . | (6) 


Dies ist aber bis auf die veränderte Schreibweise nichts anderes als die von 
(145.18) her bekannte MAxweuusche Verteilung. 


19 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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475 Bose-Einstein-Statistik 


Wir führen jetzt die exakte quantenstatistische Auswertung der Zustands- 
summe (473.13) durch, bei der jeder Zustand » durch die Besetzungszahlen 
NM Maren, Mo der Teilchenzustände & charakterisiert wird und alle n} 
diejenigen Zahlen »} =0, 1,2, ... durchlaufen, bei welchen 3,,n} = N, konstant 
ist und die zu v gehörige Teilchenzahl darstellt. Außerdem besteht die Gesamtheit 
aller Zustände » aus solchen, bei denen N, = 0,1,2,... oo alle Zahlen durch- 
läuft. Das aber bedeutet nichts anderes, als daß alle rn} von vornherein ohne 
Nebenbedingung alle Zahlen 0,.... co durchlaufen dürfen. Diese quantenmecha- 


nische Zählweise heißt BosE-EınsTeEin-Statistik. 


Zunächst schreiben wir die Zustandssumme (473.13) in der Form 


Z(O,E, = N Wanna d= ST Mala a) 


nn, % 
Da die rn”, unabhängig summiert werden dürfen, kann (1) in der Form 
oo 
z=11 (Sn) 6) 
« \n=0 
dargestellt werden. Die jetzt zu jedem einzelnen Faktor gehörigen Summationen 
lassen sich auswerten: 


Fe DU +sei 4 Wet + = ITa- ey. (3) 


Damit ist die endgültige Form der Zustandssumme gefunden. 


Die für die thermodynamische Beschreibung wichtigen mittleren Besetzungs- 
zahlen n, der einzelnen Teilchenzustände erhalten wir aus (3) mit (473.18): 


ln 9 
u In®de, m} IE, a a 
ga! 1 (4) 
ae 
Ersetzen wir ® durch die Temperatur, so lautet das Ergebnis 
1 
nö (8) 


Die entsprechenden Besetzungszahlen n, bei der MAxwELL-BoLTZMANN-Statistik 
(474.6) unterscheiden sich von (5) also nur durch das Fehlen von — 1 im Nenner. 


Für die mittlere Energie E und die mittlere Gesamtteilchenzahl N folgen aus (5) 
die Gleichungen 


[3 
E=N\Ne, Na P% (e Her 
a ea Br 


a 


1 
N-3n-3 Ge: 9 


1 1 
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Dies sind (abgesehen von der Abhängigkeit von äußeren Parametern wie V usw.) 
Beziehungen vom Typ 


E=E(r,d) N=N{rn?). ) 
Sie gestatten prinzipiell, ö zu eliminieren, um E in der Form £(r, N) darzustellen. 


In Abb.475 sind die Besetzungszahlen n, = n(e,) von (5) als Funktion der 
Energie & = e, dargestellt, und zwar für kleine und große Teilchenzahl bei gleicher 
Temperatur (und gleichem 
Volumen). Nach (6) kann sich 
mit N nur £ ändern, wo- 
durch die Gesamtkurve von 
Abb. 475 lediglich seitlich ver- 
schoben wird. Da stets n > 0 
sein muß, folgt nach (5) &e,>£ 
und, wenn &, = 0 gewählt 
wird, also © <0. Das Che- 
mische Potential £ ist also 
stets negativ. 


Liegen die Teilchenzustände 
&, sehr dicht, so wird man die : 
ummationen ji dureh Abb. 475. Besetzungszahlen n(e) beim Boszgas für 
a t . en s An rn verschiedene N. Die gestrichelten Kurven beschreiben 
a AOLEIN ERSENZEN: SHIRT n(e) D(e), die Teilchenzahl pro Energieintervall 
ei sei 


dz= D(e) de Di)»YVe (8) 


die Zahl der Teilchenzustände in einem Energieintervall de. Die zugehörige 
Zustandsdichte D(e) wird in (476.3 bis 5) für freie Teilchen bestimmt und ist 
proportional zu Ye. Die Gleichungen (6) lauten dann 


E=[deD(e)n(de. N =[deD(e)n(e) (9) 


Die erste von ihnen läßt erkennen, daß der Flächeninhalt unter der in Abb. 475 
gestrichelten Kurve n(e) D(e) die Gesamtteilchenzahl N repräsentiert. Für N — 0 
muß demnach &— — © gelten. Mit zunehmendem N wächst auch £, und für 
N > oo wird & — 0, da nur so der Flächeninhalt unter n(e) D(e) unendlich werden 
kann; denn für große &e konvergieren die Integrale (9) rasch. 


476 Kondensation des Bose-EinstEein-Gases 


Die Ausführungen am Schluß des letzten Abschnitts zeigen, daß sich die Kurve 
von Abb. 475 bei sehr hoher und noch weiterhin wachsender Teilchenzahl in 


19* 
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ihrem Gesamtverlauf nur noch unmerklich ändert, während sich ö von negativen 
Werten her dem Nullpunkt nähert. Die Besetzungszahl des Grundzustands wird 
hierbei wegen 


an 1 2; 1 
OT -Hlkr_] gikr_] 1-Lkr-l. 
() 
k R 
Mn >” für 50 


immer größer, während sich die übrigen Besetzungszahlen kaum ändern. Werden 
also einem sehr dichten Boszgas (V/N » 4°) weitere Teilchen hinzugefügt, so 
gelangen diese alle in den Grundzustand. Daher ist es sinnvoll, ein solches Gas 
als Zweiphasensystem anzusprechen, bestehend aus einer Phase von Teilchen, 
die im Grundzustand &, ‚„‚kondensiert‘“ sind, und der gewöhnlichen Gasphase, 
bestehend aus allen n, Teilchen in allen übrigen Zuständen &. Dieses Phänomen 
wird als Eınsteinkondensation des Boszgases bezeichnet. 


Zur quantitativen Untersuchung dieser Situation betrachten wir die Zustands- 
summe 


zZ=]L.1- ey InZ = — S,In(l — He-}). (2) 


Aus dieser Summe nehmen wir den die kondensierte Phase beschreibenden Term 
mit &,=0 heraus und werten die übrigen Zustände mit e, > 0 näherungs- 
weise dadurch aus, daß wir die Summation durch eine Integration ersetzen: 


PR ..>faz... dz=g nn (3) 


dz ist im Teilchenphasenraum gleich der Anzahl der Elementarzellen, die sich in 
einem Volumenelement dr dieses Phasenraums befinden. Der Gewichtsfaktor g 
enthält die zu einem bestimmten Zustand im Teilchenphasenraum eventuell noch 
möglichen inneren Zustände des einzelnen Teilchens. (Bei einem Spin s = 1z.B. 
ist g =2s + 1 = 3.) Bei freien Teilchen kann wegen e = p?/2m die Integration 
in (3) über den Ortsraum und über den Raumwinkel im Impulsraum sofort gemäß 


dr=drdp=4rV p*dp (4) 


ausgeführt werden, da die einzelnen Summanden nur von |p| abhängen. Die Zahl 
der Zustände dz läßt sich auch durch die Teilchenenergie e = p?/2m ausdrücken: 


dz=Dfe)de Die) = 97 (mr Ye. (5) 


D(e) bedeutet die Dichte der Zustände, bezogen auf die Energie e. 
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Die Durchführung der Rechnung liefert 
InZ = —In(1- e!k?) KG — et-P2m)Ikr) 


0 © 
= — In(1-e!%7) + el p’dp N Leriikre- vpj2mkr (6) 
0 v=1 


1 um IPOS 5-52 eriikr 
=— n(l-e Img 21? e . 


Mit A= h/Y2rrmkr ist hier zur Abkürzung wieder die von (462.11) her bekannte 
DE-BRoGLiklänge eingeführt worden. Der Logarithmus im Integral von (6) wurde 
in eine Potenzreihe entwickelt. Nach (473.8) ergeben sich Teilchenzahl und Druck 
durch Differentiationen der Zustandssumme 


Alnz 1 gV we 
N-krz, = FT PIE a 
u i (m 
pkrlz _ ger  oRgtikr, 


oV 28 
In (7) entstehen zwei Summen, deren numerische Auswertung 
oo oo 
v3? = 2,612 Dv’P = 1,341 (8) 
v=1 v=1 


ergibt. Die Formeln (7) lassen erkennen, daß für {— 0 die Teilchenzahl n, in der 
kondensierten Phase unendlich wird, während sich in der die übrigen Zustände 
des Gases enthaltenden Phase die konstante Teilchenzahl 


befindet. Auch der Druck p nimmt den von N unabhängigen Wert p’ an. 


477  Fermı-Dirac-Statistik 


Viele Elementarteilchen, Atome und Moleküle besitzen die merkwürdige 
Eigenschaft, daß sie in einem Gas jeden physikalisch möglichen Teilchenzustand 
nur maximal einfach besetzen. Hierzu gehören alle Teilchen, deren Eigendreh- 
impuls erfahrungsgemäß ein halbzahliges Vielfaches (Spin s = !/,, ®/,, ...) von 
h/2r ist: Protonen, Neutronen, Elektronen, Positronen, u-Mesonen und Neutrinos, 
aber auch viele Atome und Moleküle. Eine zwanglose Begründung dieses Ver- 
haltens liefert das Pauli-Prinzip der Quantenmechanik [Q 512]. Eine Statistik 
solcher Teilchen, in denen nur die Besetzungszahlen 


n,=0,1 (1) 


vorkommen, wird als FERMI-DirAc-Statistik bezeichnet. 


294 4 Statistische Mechanik [477] 


Die Auswertung der Zustandssumme erfolgt bei der FERMI-DirAc-Statistik 
wieder im Sinne der Gleichungen (475.1 bis 3), jedoch mit dem Unterschied, daß 
hier nur zwei Summanden auftreten: 


28,8) -A( R} N Mi 1, 2) 


n=0,1 


“=0 


Die mittleren Besetzungszahlen n, erhalten wir wieder unter Verwendung von 
(473.18): 


1 g 1 1 
Na Ind de, In ar] ela-Dkrı] | i (3) 


Das Ergebnis sieht also formal ähnlich wie in (475.5) aus, nur daß +1 anstelle 
von —1 auftritt. In Abb. 477.1 sind die n, für drei Gase dargestellt, die die 
gleiche mittlere Teilchenzahl besitzen, aber verschiedenen Statistiken gehorchen. 
Bei Teilchenzuständen höherer Energie &, gehen alle drei in die gleiche Kurve 
über. Abweichungen entstehen hauptsächlich bei niedrigen Teilchenenergien. Durch 
die mittlere Gesamtteilchenzahl N und Energie E werden über die Gleichungen 


1 
n 
a N IN 2 BER 1 
(4) 
Bose -Einstein E > ZEN, = et ea - zen 1 
die Parsiieter & und r des Systems 
festgelegt. 
Maxwell- Boltzmann Wir betrachten zunächst ein FERMI- 


Dirac-Gas bei der Temperatur 7 = 0. 
In diesem Falle geht (3) in 


Fermi-Dirac 


T 1 

& % & n-06-0=|, für &,S60, 
Abb. 477.1. Die mittleren Besetzungszahlen 
bei FERMI-DirAc-Statistik, MAXWELL-BOLTZ- 
MANN-Statistik und Bosr-Einstein-Statistik über. Die entsprechende Kurve ist in 


in Abhängigkeit von der Energie Abb. 477.2 gestrichelt dargestellt. Zu- 
sammen mit der ersten der Nebenbe- 

dingungen (4) bedeutet dieses Ergebnis, daß bei verschwindender Temperatur die 
ersten N Energiezustände e,=0 bis e, = £, alle einfach besetzt sind und daß 
alle höheren Energiezustände unbesetzt sind. Die Energie des Gases ist daher 
von der Größenordnung N £,. Mit zunehmender Temperatur wird der Übergang 
von n, = 1 nach n, = 0 mehr und mehr abgeflacht. Abb. 477.2 läßt den Unter- 
schied zwischen E(r) und E(0) qualitativ erkennen. Er besteht darin, daß von 
der Teilchenzahl N etwa der Bruchteil AN = kr/ö, dicht unterhalb der Grenz- 
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energie ö, um Energien von der Größenordnung kr angehoben wird. Der Energie- 
unterschied ist daher IN kr =N (kr)?/£,. Diese Überlegung zeigt, daß die Energie 
des FErMıgases für nicht zu hohe Temperaturen durch 


En=-B|1+%(z)| E=ßNG (6) 


dargestellt wird. & und ß sind dimensionslos und von der Größenordnung 1. Die 
Temperaturabhängigkeit ist in Abb. 477.3 dargestellt. 


Em 


' 
0 
ı 
i r 
Te 


Abb. 477.2. Mittlere Besetzungszahlen des Abb. 477.3. Temperaturabhängigkeit der 
FErMIgases bei z = 0 und bei r > 0 Energie des FERMIgases 


Die Kurve beginnt bei #(0) = E, und steigt entsprechend (6) zunächst quadratisch 
an. Bei hohen Temperaturen kann +1 in (4) vernachlässigt werden, so daß E 
mit der Energie des klassischen Gases übereinstimmt und daher Er wird. 
Durch diesen Energieverlauf wird in Abb. 477.3 eine Entartungstemperatur 7, 
ausgezeichnet, die für den Übergang vom entarteten zum klassischen Verhalten 
charakteristisch ist. 


Die Wärmekapazität des Gases ist unterhalb 7, zur Temperatur proportional, 
nämlich mit x = 5r?/l2 und ß = 3/5 aus (479.16) 


2 
Cy=E, ga RT: (7) 


und entspricht damit den Forderungen des III. Hauptsatzes. 


478 Nullpunktsenergie des FERMIgases 


Wir betrachten ein ideales Gas, das der Frrmı-Dirac-Statistik genügt. Seine 
Teilchen befinden sich ohne Wechselwirkung untereinander in einem Volumen V. 
Voraussetzungsgemäß ist auch keine äußere Kraft wirksam, so daß für jedes 
Teilchen alle Orte des Volumens V statistisch gleichberechtigt sind. Bei großer 
Teilchenzahl kann eine Summation über die Teilchenzustände gemäß (476.3) 
durch eine Integration ersetzt werden. Die Zahl der im Impulsvolumen dp 
besetzbaren Teilchenzustände ist nach (476.3 und 4) 


va 
de= I. (a) 
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Die Energie des Gases soll bei verschwindender Temperatur bestimmt werden. 
Dies ist der niedrigste Energiezustand, den das System annehmen kann. Wegen 
der FErMI-Statistik muß sich jedes der insgesamt N Teilchen entsprechend (1) 
in einem anderen Zustand befinden. Die Gesamtheit der N Teilchen erfüllt also 
im Impulsraum ein bestimmtes Volumen von der Größe 


NA 
[ dp= ar: (2) 
Der energetisch niedrigste Zustand des Gases entsteht, wenn dieses Impuls- 


volumen die Form einer Kugel um den Koordinatenursprung besitzt (FeRrMIkugel). 
Ihr Durchmesser P bestimmt sich aus der Bedingung 


Die Gesamtenergie E, erhalten wir aus dem entsprechenden Integral über die 
Teilchenenergien e, = p2/2m: 


(4) 
Der Faktor 3/5 entsteht durch die Mittelung von p? über die Kugel. 
Für die Besetzungszahlen in diesem Zustand gilt entsprechend (477.5) 
1 
N, = Io für &,S6,. (5) 


Die Grenzenergie P2/2m stimmt mit ö(r) bei r = 0, also Z,, überein. Unter‘ 
Verwendung von (3) kann die Energie E, auch durch N oder P allein ausgedrückt 
werden. Dabei entsteht 


3 gV Ar Ps m 3[ 3 \28 (N \28 
Es 5 m 3 2m 2m 3) (7) (6) 
E, stimmt nach dem III. Hauptsatz mit F, überein. Wir erhalten daher mit 
(313.3) 
8, oe, Mk 2[3 BR/N\R 2 5, A 
M= Fr 97 " Zm 3) (7) -77 (7 


für den Nullpunktsdruck. Die Eigenschaften eines solchen Gases sind also sehr 
verschieden von denen eines klassischen idealen Gases, bei dem für 7 = 0 der 
Druck verschwindet. 


479 Energie des Fermigases bei tiefen Temperaturen 


Die im vorletzten Abschnitt durchgeführten Abschätzungen von E(r) sollen 
jetzt durch eine quantitative Untersuchung ergänzt werden. Energie E und 


[479] 47 Gasentartung 297 


Teilchenzahl N des Fermigases sind durch die Gleichungen 
E=)N &n, N=)n, 


n,= [ea drr + 1] !=n(e,) 


) 


gegeben, mit n, als der von (477.3) her bekannten mittleren Teilchenzahl des 
Fernmigases im Zustand «. Die Summationen über die Teilchenzustände « werden 
wieder im Sinne von (476.3 und 5) durch Integrationen ersetzt. Dann gilt für 
die Zahl der Teilchenzustände dz im Intervall de 


dz= D(e) de = ——— ae (Am)? Ye de=BYede. (2) 


E und N lassen sich jetzt durch 


B=[deD(e)en()=J, "N=[deD()n()=J, (3) 
darstellen. Für die weitere Auswertung dieser Integrale wird die Funktion 
F,() = [de Dig) = EEE ger 3% (4) 
0 


eingeführt, die die weiter unten noch benötigten Eigenschaften 


Fun) HE Fee MAC. 77 ACT 


Fr(d=(e+3/2) (e +12) F.(de” 


besitzt. Die beiden Integrale (3) lassen sich jetzt gemeinsam in der Form 
J,= - [aenen- [ar, n=F .n|- [aeg I, (6) 
0 


auswerten. Der erste Term verschwindet wegen F,(0) = 0 und n(oo) = 0. Der 
zweite enthält die negative Steigung der Kurve von Abb. 477.2, die am größten 
beie={£ ist und in größerem Abstand hiervon verschwindet. Die Integration 
kann also näherungsweise bis & = — © ausgedehnt werden. Nach Einführung 
der Variablen x = (e — £)/kr bzw. e= & + xkr wird (6) ausgewertet und ent- 
sprechend 


er [ act r, (€) = [ar F,(©+ kr) 
2 7) 
z [RO + ar + ed + | 


nach Potenzen von x entwickelt. Da nur die Näherung für kleine Temperaturen 
interessiert, wird die Entwicklung nach dem zweiten Glied abgebrochen. 
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In (7) treten die Koeffizienten 


(8) 


fa -f dxe’*x° K=%=0 
Are] &=1 % = 1/3 


auf. Sie verschwinden für ungerade o. Die Werte für «, und &, werden am Schluß 
des Abschnitts berechnet. Damit und mit den Relationen (5) erhält (7) die Form 


3 1 n2 /kr\2 
alt ler3)lets)srld)+t] (8) 
Entsprechend (3) entnehmen wir hieraus die Formeln 
3 15 n2 (kr\? = 3 n2 (kr\2 
RO] n-R0j1+35(E)]| 10 


für Energie E und Teilchenzahl N des Fermigases. Diese Gleichungen beschreiben 
“ E als Funktion von N und z in einer durch & gegebenen Parameterdarstellung. 


Es bleibt noch der Parameter Z zu eliminieren. Bei 7 = 0 entsteht für & = Ö£, 
der durch (10) und (4) gegebene Zusammenhang 


N=-Fll)=2BüR (u) 


mit der Teilchenzahl. £, ist die in [478] beschriebene FErMIsche Grenzenergie. 
Wir bestimmen & näherungsweise aus der zweiten Gleichung (10) in der Um- 


formung ee 
Tr“ 7 
ro=-N1-5(2)]- 2) 
Da £ nur bis zur Ordnung (kr)? bestimmt werden sollte, dürfen Fehler höherer 
Ordnung zugelassen werden. Andererseits entwickeln wir die linke Seite von (12) 
und erhalten mit (5) und (11) 


FO -F) + E-WRO- [145 2]. (13) 


Aus dem Vergleich von (12) und (13) folgt 


re ee 


für £ bei tiefen Temperaturen. Schließlich wird die Energie aus (10) mit F,(£) 
aus (12) und © aus (14) dargestellt: 


ee © 


Bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung als (kr)? entsteht 


(14) 


3 Bi k 2 
Bir) = nz lı ES (&) 
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für die Temperaturabhängigkeit der Energie des Frrmigases. £, ist nach (11) 
durch N allein gegeben und daher temperaturunabhängig. 


Es bleiben noch die Koeffizienten «, von (8) für gerade n auszuwerten. &, kann 
durch direkte Integration gewonnen werden: 


%=[dre(l+e9)?=fdll+eN)t=1. (17) 


Die höheren Koeffizienten lassen sich entsprechend 


= 2|(- a] x(y) = far +e-2)-2 (18) 


vl 


durch Ableitungen einer Funktion &(y) darstellen. Die Auswertung des Integrals 
erfolgt durch Potenzreihenentwicklung (T 124.9 und 10) 


«= 3(7) f dee SA) 2-0 


T=0 Try 


und Integration der einzelnen Koeffizienten. Hier treten die Binomialkoeffizienten 
-2\ (-9(-3)---(-2-r+1 riet 


T 1-2-.:T 1:23 sHsT 
auf. So entsteht aus (18) 


ee re 


= 43 ("+ 2 = ä Ik? 7 (21) 


z=0 


Daß die Auswertung der Reihe gerade auf den Zahlenwert r?/3 führt, kann 
folgendermaßen bewiesen werden: Wir betrachten die Funktion 


(= -2= PX cos ki (22) 


und versuchen sie als FourıkErreihe im Intervall von — x bis x darzustellen. Die 
zugehörigen Koeffizienten sind 


rn " m 
1 3 Te 2% 1 nz 23 
0-5 [4:(3 2) (5 „)|=0 
-rn 


r 
k Br ; nd er 
= [az coska (7, ®) — = nn (3 ”) 


k 


_ 2 coskx ’ 2 De k+ı & 

=( Pi [72 2|+2 far =( 1) E 

Der Vergleich mit der Reihe in (21) zeigt, daß f(0) = «, gelten muß. Nach (22) 
ist somit 

%=f(0) = > (24) 
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4 Statistische Mechanik [479] 


Übungsaufgaben 


Welchen Wertebereich kann der Entartungsparameter Z in der Bosz- bzw. FERMI- 
Statistik durchlaufen? Grenzfall der MAxwELL-BoLTZMANN-Statistik? 


Bei großer Verdünnung und nicht zu hoher Temperatur sind die Zustandsgleichungen 
für ideale Bose- und Fermigase zu bestimmen und die Zusatzterme mit der ent- 
sprechenden van-DER-Waasschen Korrektur (464.10) zu vergleichen. Speziell: Sauer- 
stoff (b = 10°3 m®/kg, a? = 1,35 : 10° Nm?/kg?) bei 0 °C und 1at. 


Lösungen der Übungsaufgaben 


11.1. Wahre Temperaturabhängigkeit: V = V,[l + a0 + a,0?]; lineare Skala: 

V = V,[l + bt]. Forderung nach Übereinstimmung bei t = 9 = 10 °C 
liefert b = a, + a, 100 grd. 
Elimination von V und Auflösung nach # ergibt für die Temperaturdiffe- 
renzt — 9 = dl(a, + a,d)/(a, + a, 100 grd) — 1]. d(t —- 9)/d9 = 0 liefert 
max = 50 °C. Bei Imaz entsteht (E — H)max = —0,11 grd als maximale 
Abweichung. 


11.2. Mischtemperatur T = 19,2 °C. 
T; 
11.3. Nach (113.11) wird M, = M;c, (T — 7,1 [ cı() dr = 82 kg. 
7 


12.1. 


Wärmequellen | zugehörige Temperaturverteilungen 
f.„_ft=9 
N 2 = v/4a 8 
RN v(r,t)=fll)ölt) r(t, 8) fa ne(dmasjRe e 
ö 
mits=i—-t 
fe, t—.) _ We fi®tgtrzt 
— = ! 4a8s 
b) v(t,t)=öly) ö(e) f(x, t) r(tt) fü far aa ueldrasjR e 
Linienquelle längs 
x-Achse 
RR re 
- = ER eu) 4a, 
ce) | v(vt)=öle) f(y, 2,2) r(t,t) ‚füs dy’dz Bela? 
Quellen in der y2-Ebene 0-0 
d) | v(ut)=Wöfr)ö(t) r(t, t) = — 0) (4rat) "3/2 eltat 
ng ar 
' v(%,1) = uero(t) öl!) 2(6,1)= [ dr'zo(t) lt) (drat) Re orte 
e - 
mit zo(t) = 7(t, 0) in Überstimmung mit (127.13) 


12.2. Stationärer Fall: -AAr = ” mit A = 02/9r? + (1/r) 9/dr. Quellver- 
teilung: »(t) = », = (r,— r) Jeol(rry)”; zugehörige Temperaturverteilung: 
7(e)= Tr) = +olr - yrrlal;, fürr Sr,,rT()=er,(r)=g tor 
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für r, &r sr, -+d. Weil r überall endlich sein muß, wird c,=0. Die 
Übergangsbedingungen 7; (r,) = 7,(r,) und j;(r,) =ja(r,) sowie die Rand- 
bedingung 7,(r, +.d) = T, liefern für c,, c, und c, die Bestimmungs- 
gleichungen c, — vor/4 A; = c; + Int; —vorol2 = Ascalr, und cz + cj In 
(r,+d)=T,. Hiermit wird endgültig 
. vorz EL ro+d -( -\] ass 

T;(r) = 42, 1+2 Fr In “ Pr + 795 

2 [et 


n FTo- 
ro —|+2 


Aus z,(r,) folgt für die maximal zulässige Stromstärke Jyax = 1,2-10? A. 
Temperatur im Kabelzentrum: 7;(0) = 60,04 °C. 


12.3. Mit dem Ansatz »v(z,t) = »,ö(x) d(f) wird die Temperaturverteilung 
t 
T(x,t) = (n,iuc) [ds e- tas/Y4rasnach (Ü12.1c). Für x = 0 liefert die Inte- 


0 Rn 
gration r (0,2) = vy YtlueyYxa, speziell für t=25s schließlich 7 = 72°C. 


12.4. Anfangstemperaturverteilung: 7,(x) = 7,0(x) + 7, d(— x). Die zugehörige 
Temperaturverteilung (126.23) lautet 


+00 


r(z,l)= [ax «)aR@- x, 


Der Temperaturgradient wird mit 0/9& = — 9/d«’ 


2 oo 
Orke,t FRE RER Be 
# ne ) - [da To(® ) (- 3) @(x % Rn) - [dx ar G(z ., ı) : 


-o© 


Das letzte Gleichheitszeichen folgt nach partieller Integration. Einsetzen 
von T,(x) liefert mit (126.11 und 19) 


9r(z,t)/9x = (7, — T,) At) et“! YArat. 


Auflösung nach 7, — Tr, ergibt für die ursprüngliche Temperaturdifferenz 
beix=0:7, — r, = (0r/dx),.o V4rat = 100 gr. 

12.5. Stab längs positiver x-Achse. 
a) Wärmeisolation bei x =0 bedeutet j= —Adr/dx|,_, = 0. Rand- 
bedingung also: 97/dx = 0 bei x = 0. Sie wird erfüllt durch eine zusätzliche 
Spiegelquelle beix = — x,:v (x, 1) = (t) [v,8 (© — %,) + 9,6 (+ %,)]. Zugehörige 
Temperaturverteilung: 


Th) =T,+ fa [are « — x,t-t)v(@@, ) 


-o -o© 


(role) u 
= Sur Ol | 4at e tat ). 
a Verat W % F 


12.6. 


12.7. 
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Aus (Ar/dt).-. = (H/uec) Amar — 1/i) e#ltat/Y4rat = 0 folgt für die 
gesuchte Zerkilauen Ina = 2/24. 

b) Für Ar=r—r, gilt die Randbedingung Ar(0, t) = 0. Sie wird er- 
füllt durch Spiegelung der Anfangsverteilung: Ar(x,0)=+(r,— 7,) 
für «20 (Stab im Bereich x > 0). Zugehörige Rn 


T(x,l) = T, + (nm, — T}) are 2, - ara «dl. 
0 -0 
Dies kann mit (126.19) in 
72,0) = 1, + (m 71)0() 9(«/Yaaı) 


umgeformt werden, wobei © (x) = (2/Yr) [ödye”” das Fehlerintegral ist. 
Mit dem Tafelwert ® (0,48)= 1/2 erhält man für die gesuchte Zeit ti, 
= 22/4 a (0,48)2. 


a) Mehrfache Spiegelung an beiden Stabenden liefert Quellen bei 2, = x, 
+2nlund Senken beix,= —x,+2nl(in=— ,..., —1,0,1,..., 00). Auf- 
summieren der zugehörigen Funktionen G(x — x,,t) (Senken mit negativem 
Vorzeichen) ergibt für die Temperaturverteilung 


T(x,t) = 


le (&-%- Znljtj4at _ o-(&+%- anhjkai), 
Par n 


Andere Möglichkeit: Ansatz einer FouRIERreihe? (x, t) = &;(e,/l)e-«#t sin k,x. 
Randbedingung bei x = 0 automatisch erfüllt. Zweite Randbedingung 
r(,t)=0 liefert M,=iall, (= —@,...,—1,0,1,..., 00). Aus der 
Anfangsverteilung 7 (x, 0) = »,ö8 (x — z,)/uc folgt e;= (2volue) sin (in&yl 1) 
(Multiplikation von 7(x,0) mit sin k,x und Integration über den Stab). 


b) Spiegelung an den Stabenden liefert Quellen bei x, = x, + 2 nl sowie 
bi2z,„= —-2,+2nl(n= —x,..., oo). Analog zu a) folgt für die Tem- 
peraturverteilung 
nz 90 -2%,-2nly/4at -(2+2%,-2nl)2j4at 
T(&,t) nee eat e-( »aat), 
Der FoURIERansatz 7 (x, t) =; (c,/l) e-“Mt cosk;x erfüllt die Randbedingung 
or/dx=0 bei x = 0 wieder automatisch. Dieselbe Randbedingung für 
x = lliefert k, = inli, und die Anfangsverteilung 7 (x, 0) = »,ö(2 — x )/uc 
die Koeffizienten e;= (2volue) eos (inzolt). Vorteil der Spiegelungs- 
methode: gute Konvergenz für kleine i, da die Summanden —e"@-m)/tat, 
Vorteil der Four1ERreihe: gute Konvergenz für große t(Summanden »e” «#it), 


a) Der Ansatz r(x, t) = 3 (c„/l) e”“*n! cos k,„x erfüllt die Randbedingungen 
97/2: =0 für x=0 und x=1lmit k, = nr/l. Die Anfangsverteilung 
7(0,2) = (v,/we) ö(x — 1/4) liefert c, = (2v,/uc) cos (nr/4) fürn #0. Die 
Endtemperatur (t— oo) ist 7. = c,/l. Andererseits folgt aus der Wärme- 
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13.1. 


13.2. 


13.3. 


13.4. 
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bilanz uler, = v, und somit schließlich c, = IT, und c, = 217, cos(nr/4) 
fürn +0. Für x» =]! wird 


r(l,t) = To|1 +2 N errriniat(— 1)" cos(nr/4)|. 
n=1 


Abbrechen nach dem ersten Glied, Einsetzen in z(l, t) = &T,, und Auflösung 
nach t liefert für die gesuchte Zeit £= (lla®°) In [Y2/(1 — «)]. Speziell 
für & = 0,3, 0,6 und 0,9 erhält man t = 184s, = 330s und ti = 691 s. 
b) Neue Variable: Ar = r — T,; Randbedingungen: A)Ar=0Ofürz = 0, 
(2) 9r/dx = 0 für x = I. Der Fourıeransatz Ar (x, t) = I (ce, [le sin k,x 
erfüllt Randbedingung (1). Bedingung (2) liefert k, = (2n + 1) n/21. Aus 
der Anfangsverteilung Ar(&,0)= 7, — 7, = -7, für 0<x< li folgt 
= —4rı'm(2n + 1), und damit für die Temperaturverteilung 


4 © erlün+Hafjzıjtat 


T(&,t)=1T, I - pP DER sin[(2r +1) rafel)). 


Abbrechen der Reihe für x = ! nach dem ersten Glied und Einsetzen in 
r(l,t) = «7, ergibt für die Zeit, nach der die Stelle x = ! die Temperatur 
&T, erreicht hat, = (4 1?la=?) In [Alx(1 — «)]. Speziell für x = 0,3, 0,6 
und 0,9 entsteht t = 624s, 1208 s und 2655 s. 


a) Mindestgewicht: @ — (p, — pı) nr? = 7,07. 10° N. 

b) Kräftegleichgewicht: @, = (Po — Pı) ar’, oder mit @ aus a): G,/@ 
= (pP, — Pr) (pP, — Pı)- Aus (131.3) folgt (wegen V = konst.) p, = PıTz/Ty 
und die gesuchte Temperatur wird 7, =[P, — G,(2, — Pı)/@]T,/P, = 692 °K. 
Mit den Bezeichnungen M, = Masse der Luft, M, = Masse des Gases, 
V = Kolbenvolumen und m, = 29 kg/kmol (Molekulargewicht der Luft) 
gelten wegen (131.3) folgende Gleichungen: 


M,- M\=M - M', pyV = Mor Tofing, PoV = Mır rum, P,V = Mir ru/m, 


und somit ?, = P,7u/71. Überdruck: Ap=Ppı —-Po= Po (ru/T, -U 

= 0,46 10% NIm?. Gesuchtes Molekulargewicht: m, = (M'—-M+M )rt,/pV 
= (M'— M + m,p,VIrr,) r7,/p,V = 16 kglkmol (Methan CH,). 

Die gesuchte Kurve verbindet die Extrema der Isothermen in Abb. 132.2. 
(9p/8v), = 0 liefert p (0) = 2a? (» — b)/v? — a?fv? = a®lo* — 2a?ble?. Grenz- 
fälle: p> 0 für v> © sowie v> 2b. 

Flächengleichheit: [}; pdv = p(v, — v,). Einsetzen der Zustandsgleichung 
und Ausführung der Integration liefert r In (v, — b)/(v, —b) + a?/v, — a?jv, 
= p(v,— v,). Elimination von r aus den Zustandsgleichungen für die 
Grenzpunkte „1“ und „2“ ergibt p(v,, v5) = [a*(vı b)/w? — a*(vg — bez] 
(vg, — v5). Hiermit und mit der Zustandsgleichung lassen sich p und 7 aus 
der ersten Beziehung (Flächengleichheit) eliminieren, und es folgt der Zu- 


13.5. 


14.1. 


14.2. 


14.3. 
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sammenhang zwischen v, und »;: 


am+n)mn-b)%a-b), %-b ad a a ER 
4% in ee a 023 v SE v2 (0% - b) vs (vr -b)=0. 


Tayrorentwicklung von f(x, y) bzw. y(x) = +YR? — x? führt auf ö/ = f,dx 
+ fy8Y + FaydR5y + Fzn(öR)?/2 + 1y,(öy)]2 bzw. öy=y,dx + Y,,(ör)?]2. 
Elimination von öy und Ordnen nach Potenzen von dx liefert 

A(x)=3x(xF YR?— x?) und B(x) =3x +322/YR? — = F3.R2/2 YR? — 22. 


Erweiterung von (141.4) auf mehrere Komponenten ergibt 


p= [dv Ymı (0) = SUN: moi - DNikr=Nkr 


(f;(v): Verteilungsfunktion) oder auch PVP = N N,kr = N Z;rr = Zır 
mit der Gesamtmolzahl Z = %Z,. Für die Energie gilt entsprechend 


E= N N,f;kr]2 = 3 Zufirnl2 


(f; = Zahl der Freiheitsgrade pro Molekül der Komponente ‚,;‘“‘). Gleiche 
Zahl der Freiheitsgrade für alle Komponenten: E = fZrr/2. In diesem 
Falle folgt mit y= (f+2)/f und dem mittleren Molekulargewicht 
m = 2M,/Z = M/Z für die Schallgeschwindigkeit 

= Vo»: »/3 — Yyrrim ; 
Zahlenbeispiel: E = 50,6 kcal, c, = 344 m/s, m = 26,9 kg/kmol 
Die Wahrscheinlichkeiten, wenigstens eine Sechs bzw. zwei Sechsen gleich- 


zeitig zu würfeln, sind w, = 11/36 bzw. w,, = 1/6 - 1/6 = 1/36. Somit folgt 
für die gesuchten Wahrscheinlichkeiten 


W,6 = Well — u)” = 11/36 (25/36)" "! bzw. 
W665 = Wgs(l — Weg)” = 35° 1/36", 


und für die beiden Ereignisse sind im Mittel (mit p = 25/36 bzw. 35/36) 


Bei MS. Me ie 

Nn= I nws= 3 "P "gm ZP = 36 U -p%® a: bzw. 

n—= N nw A Sap-ı- I _ 1 _ 38 Würfe nötig 
Lee 36 Ä 


Mit dem geometrischen Wirkungsquerschnitt o = n(2r)? = 44,5 : 10-2° m? 
und der Teilchendichte N = p/kr erhält man nach (146.7) für die mittlere 
freie Weglänge folgende Zahlenwerte: 


p | 760 Torr=1,013- ION /m? | 1 Torr = 1,332 - 10°? N/m? 103 Torr =1,332 - 10°1N/m 
| 


0,897 - 10-" m | 0,68. 10-m | 0,68. 10-Im 


20 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aull. 
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a) Betrachtung eines Flächenelementes df der Staboberfläche. Einem schräg 
einfallenden Neutron erscheint es um den Faktor sind cosp verkleinert. 
Stromdichte —sind®dddge. Daher Ansatz: dw(d,9)= C sin?d cospdYdp. 
Aus der Normierungsbedingung C [5 d® f”’},, dp sin?® cosp = 1 erhält man 
C=1jr 
b) Aus (146.3) folgt für die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

dS(a)/dw= e*l!, 


Hierbei ist x = 2r, cosp/sin® die Strecke, die ein Neutron aus der Rich- 
tung (d, ) bei geradlinigem Flug im Stab zurücklegt, = 1/No die freie 
Weglänge und N = u/m, = un/m die Teilchendichte. Im vorliegenden 
Falle (2 = 1,32 -10°”m, x = 2r, = 2:10-?m) wird die gesuchte Währ- 
scheinlichkeit exp(— x/l) = 0,22. 


5. Mit der MaxweuLverteilung (145.18) wird 


oo 
#=AI,I=[ v*2ef”de mit B=moj2kr und A= 432 Yr. 
1) 


Auswertung von I: 
a) n ungerade, (n + 1)/2 = k, k ganzzahlig. 
Mit #=x wird I = (1/2)(- 9/98) [@ de? = k!/2ß**! und somit 


4 __2 (r+1\, ze „gm — ]/2Rr 1/2 /R+lN\, 
le lim) I mr) 
(n = 1 liefert (145.23)). F 
b) n gerade, n +2 = 2k, k ganzzahlig. Eine zu a) analoge Rechnung liefert 
T= (app Ave?" = (12) (- 2B}' Yr/B = (Vr/2)1-3-5-- (2b 
2% 5%+3 und somit 


#=1.3:5...(n+D(42)" baw. 0m = 2 913-5. .@+D) 
Mg Mg 


(n = 2 liefert (145.21)). 

Ein Vergleich der ersten drei mittleren Geschwindigkeiten 5) = 2,55 kr/m,; 
N = Yakr]m,; 0%) = V3,48kr/m, läßt die Reihenfolge M<id<9<--- 
erkennen. 


Drei, nämlich z. B.: p, r, M,/M,;. 


Nein, da keine Gleichgewichtszustände durchlaufen werden. Um die (irre- 
versible) Zustandsänderung doch wieder rückgängig zu machen, ist ein 
äußerer Eingriff erforderlich, etwa Erwärmen des Gases und anschließendes 
Abkühlen oder Anheben des Kolbens durch äußere Kraft. 


3. Die getrennten Körper 1 und 2 werden der Reihe nach mit Wärmebädern 


7.7, +dr,....? bzw T.T+4dr,...r, in Berührung gebracht. Der 
124 2 88 


22.1. 


22.2. 


23.1. 


23.2. 
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dabei stattfindende Wärmetransport ist reversibel (infinitesimale Tempera- 
turdifferenzen dr). 


Die kinetische Energie wird vollständig in Wärme verwandelt: 
Q = M,v?/2 = 5,18 kcal. Gesuchte Temperaturerhöhung: Ar = Q/Mzc 
= 51,8 grd. 


a) Integration von 6Q =dE + pdV bei r = konst. liefert die aufgenom- 
mene Wärme @ = Rr,In[(V, — B)I(V, — B)] = 919 keal. Abgegebene 
Arbeit: 4 = [Y pdV = Rz, n[(V, — B)P,- B)] + AR UV, - 1/7.) 
— 38,3. 10° Ws (und damit A1E =Q — 4 = A2[1/V, — 1/V,] = 188 Ws). 
b) A = p(V,, 7)[Vı — V,] = 55,2-10° Ws. Wegen (222.15) ist AB, 
=AE,=AE, und daher Q=4E+ A= A®[1/V,—- 1/V,]+ 

P(V.T)[Vı —- Vo) = 13,2 keal. 

c) A=p(V,, 1) [Vi - Vol=27,6.10 Ws und Q=AEZ+ A=6,6ökeal. 


. Endvolumen des Gases: V, = V, + Fx. Druckgleichheit az/F =», 


=p,V,/V, liefert die Endstellung x = — V,/2F + Y(V,/2F)? + p, Vıla- 
Wegen dr = Ogilt dE,.s = 0, die potentielle Energie der Feder stammt aus 
dem Wärmebad: Q;r = a2?/2. 
Reversible Prozeßführung: es muß zusätzliche Arbeit A nach außen ab- 
geführt werden (Aufrechterhaltung nur infinitesimaler Druckunterschiede!). 
Das Bad liefert jetzt Q,., = (a2?/2) + A = Sr dAVRr/V/=Rrhi(V;,/V,). 
Zusätzliche Wärmemenge 

AQ=Rrev — Bir = (a2? + axV,/F)n(1+Fz/V,)-aa2/2>0. 
Harte Feder (Fx< V,):AQ z a@?]2, Qrev & 2 Qhr - 
Mit (dr/dp)z = 0 folgt aus (234.8) für die Inversionskurve 

»(V) = 2A®RBV — 3 A®V°. 

Wegen rap» —[p - (AAYIBV P 
— 3 A?]V?)] liegt der Bereich 97/99 > 0 
bei p <(2A2/BV — 3A®/V2), also 
unterhalb der Kurve. Bei großer Ver- 
dünnung (V >) tangiert die Inver- 
sionskurve die Hyperbel »V/=2A?/B 
= RT;y. Vorkühlung also mindestens i 
bis 7 = Tv = ZAURBR. 38/2 3B v 
Änderung der inneren Energie: —A€ = Oy = A$rr + &,. Kinetische 
Energie: By = fZrr/2. AG; resultiert aus der Änderung der Molzahl 
und der Änderung der Freiheitsgrade f pro Teilchen. 
a) 43 = 1/2kmol und daher AE = — 34,79 -10° kcal sowie 


A kin = [5 - 3/2 — 6]rr/2 = 0,434 - 10% keal. 


308 


23.3. 


23.4. 


24.1. 
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b) 43 = —1 und daher AE = —10,42- 10% keal sowie 
A Erin = [6 — 2-5]rr/2 = — 1,156 - 10° keal. 

a) Abgeschlossenes System; Energiesatz (Oy7, = Oy7, + ax?/2), Druck- 
gleichheit (p, = ax/F) und Zustandsgleichung 9, V,=p,(V, +Fa)=KRr, 
liefern nach Elimination von 7, und p, für die Endstellung 

&= V/Fy+1)+ VVHRY ++ 2pıVılar +): 
Weiche Feder (Fz>V,): x» Y2pıPıla(y+1): 
b) Unabgeschlossenes System (Abgabe von Arbeit); Adiabatengleichung 
(pı VX = Pz(Vı + Fx)’) und Druckgleichheit liefern nach Elimination von 
p, als Bestimmungsgleichung für die Endstellung p, VY} =axz(V, + Fa)//F. 
Weiche Feder (Fx> V,): x» (V,/F) (pı F}jav,)Ur+V 
Wegen $dE =0= $54A +9$658Q wird 

A -=$5Q = Rruln[(V, - By - B))+ Or(n— To): 


Aus 6Q =0 = (Cydr+RrdaV/(V — B) folge durch Integration die 
Adiabatengleichung 7(V — B)*'Cr = konst. Damit wird 


N ae 2 nn ey, 


und somit 

A= Ruin [(V, - BY B)]+ OrrolV, — BRrKV,—- BR 1]. 
Mit den Zahlenwerten aus [Ü 22.2] wird A = 3755 Ws. 
Für die Kraft muß gelten K(x, &) = K(x, —%). Erhaltung der Energie 
E = En + Ex [vgl. (221.6)]. II. Hauptsatz fordert dE„/dt <0. Bei 


K(x,&%) = K,(x) + K,(x,&) sind daher nur Kräfte mit K,(z, 8) &<o0 
zulässig. Hier also x(—t) keine Lösung neben x(f). 


. Die beiden isobaren Prozesse sind irreversibel (Austausch von Wärme- 


mengen bei endlicher Temperaturdifferenz, da nur zwei Wärmebäder zur 
Verfügung). Anstelle von $öQ/r = 0 wird 


80 T,—Tı T,-Tı Ppı Ppı (7, — T})? 
07 - + End Rmd- 0, <0. 


Für den Wirkungsgrad (Q = aufgenommene Wärme) folgt 


Clan —n)\-ı 
n=4Q=(n-1,) (m + Ge) < (7 — T)/T, = Ne 
wegen 7,>T; Pı> Pa- 


Für das System mit pV?=Rr gilt 8Q = Cy(r)dr + RrdV/V? und 
$5Q/r = 0. Hieraus folgt n=1 + Qı/Q, = 1 — Tı/T3=n.. Kein PM II kon- 
struierbar. — Zweite Substanz: 8Q = Cy(r)dr + YRrd V/YV. An Stelle 


24.4. 


24.5. 


25.1. 


25.2. 


25.3. 
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von 69/r ist hier 5Q/Yr integrabel. Aus $89/ Yr = 0 folgt für den Wirkungs- 
grad des CARNoTprozesses n =1 — Y7r1/T3 # ne, also PM II konstruierbar. 
Bei Hd / TS 0 ist dS = 8Q9;,.v/T keine Zustandsgröße. Speziell beim 
Carnorprozeß gilt Qı/rı + QallzS0 und daher Q,/Q > T,/T, sowie 

=1- Q/%S1-Nn/Ts=n..- Kopplung mit einem (realen) System 
(n=nc) als Kraftwärme — oder Wärmekraftmaschine liefert das gesuchte 
PMII. 
Wert der molaren Entropie bei 7x = 7get?= 199 °K aus Tabelle [245]. 
Mit den molaren Wärmekapazitäten c&, ch und c$=(1-+f/2)r des 
festen, flüssigen und gasförmigen Zustands folgt für die molare Entropie 
(m = 200 kg/kmol): 

T, 


s Ty » 
"dr q, dr Gr dr v 
r > f 8 fl j V 08 
s(p, T) 7,02 +0: | tntelatntelT „dp 
Tg 7 


Tx 


= 7,02 + 4 (In Zt -12)+ 24 mZt FE 
Ty Ty 
—rln E= = 38,3 kcal/kmolgrd. 
(") 


Die Entropie von 0,2 kg Quecksilberdampf ergibt sich damit zu 
S = 0,0383 kceal/grd. 

Nach (252.2) gilt 69 =dE!+pdV — ıdM, unter den Bedingungen 
dV/ =dM=0 bzw. dV=dh=0 demnach 8Q 14,» = C y,vdr bzw. 
8Q@n,v = O n,v dr + [EI O M)z.y — Ho M/Or),v dr. 

Für die Differenz der spezifischen Wärme folgt hieraus 


aEi 9M oh aM 
= En - (en 4|( ®r I ; le dr ar 


und mit (228.8) O,y — Cu,v = rMh/(t — 9° >0. 

Aus (253.2) folgt (98/dh),,„z = [OH /Ah),,z + MJ/r. Gleichsetzen der ge- 
mischten partiellen Ableitungen 9?8/9Ihdr und 9°8/dr0h liefert analog 
zu (251.21) (04 /dh),,» + M = (0 M/Or),,„; gesuchte Entropieänderung 
bei isothermer ee also 


AS= Je), far z u ie, 


Zahlenbeispiel alt Größen): As = — 0,13 kcal/kmol - grd. 

Hookesches Gesetz: (l — 1,)/l, = x/eF, oder auch I(h, x) =1,(1+ »/Fe(h)). 
Analog zu (253.3) gilt hier (01/dh), „ = (0 M/dx)ı,, und somit (I M/dx),,r 
= — 1,x(df(h)/Oh)/Fe,. Man erhält für die Änderung der Magnetisierung 


2 h BEE 9; 
AM=M-Ab= - FL, far nt 


Speziell: Of/dh = a, + 2a,I und am = 1,96 -10*1% Vsm. 
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Isothermen: Geraden im h-M-Diagramm, (AM) = (Tr - 9) MIK. Adia- 
baten: Aus 69 =0=(y, ydr—r(Ih/Ar), yaM=Oy ydr— TMAMIK, 
folgt durch Integration rexp(-— M?/2KCy, y)=T, bzw. 
h(M) = M[rzexzp(M?/2KCy 1) —-YUK mit dem Scharparameter 7,. 
Speziell: 7, = 7, exp(— Mi/2KCy, y); die Isotherme r = r, tangiert die 
Adiabate des Kreisprozesses im Punkte } = 0, M = 0. Kreisprozeß also: 
(I) isotherme Entmagnetisierung M, > M = 0. (TI) Isochore Abkühlung 
7, >79, (II) Adiabatische Magnetisierung (M =0> M,). Aus 
AEi= 9 M/2K (vgl. (252.9)) folgt für die aufgenommene Wärme 
0 
Qr =9 MPRK + AA=9 M2K— [hdM= 1, MI2K. 

Mı 

Die abgegebene Arbeit ist 


$5A= A=Qı + Qu= nn MPRK—- CMrv(t — To) 
und somit der Wirkungsgrad 
Be 2KC Y,r 
n= [o8 =1- MR rl To/T] = 1l+ In (rg 
wegen -xInx <0 fürx«>1,x=n,/r,. Die Wärmemenge Qır < 0 wird 
irreversibel an das Bad 7, abgegeben. 


Mit (dp/dT)y = (9p/99)ydd/dAr erhält (251.8) die Form einer Differential- 
gleichung: dr/r = (9p/99)ydAd/[(dE/AV), + p]. Integration (V = konst.) 
liefert 


een [ar (ih), Nenenl]-mee| for) a9 


wegen (9E/9 V); + p = (9Q/9 V),. Bestimmung von 7, etwa nach (254.2) 
mit 7,= Tr: 


Te: 
ar <ı — To, = Ne 


TE 


ds -1 
12 Wgrä(exp| [ao] -1) ; 
dE 


Kenntnis von (I9p/d9)y, (8Q/9V);, und (z. B.) die Festsetzung 
Tg — Tp = 100 grd ermöglichen also vollständige Bestimmung der thermo- 
dynamischen Temperaturskala 7 (9). 


® 
Tg — TE 100 grd Eee far... Br 
Tp p ra 2 


ee a für die Verdampfungswärme: 

dgq,/dr = Alhgus — ha)/dr = —Ac, (p-Abhängigkeit vom Ag vernach- 
lässigt). Are liefert q,(T) = (Ts) — Ac,(T — Ts). Einsetzen in 
(255.2) und Integration (ügas » rT/p > vr) ergibt 


p(T) = Poexpl(g, (rs) + Acprs) (Ars — Ur)fr — In(efrs) Acyfr] 


25.7. 


26.1. 
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als Mindestdruck in der Flasche. Speziell erhält man 
p = 8,5at = 8,4- 10° N/m?. 
Zustandsgleichung (256.4) mit n= fr: p(r, V) = fr/3. Die Beziehung 
(251.9) ist also verletzt und daher ein PM II konstruierbar. Aus 
= (dE/Ar)ydr +(9Ej8V)„AV +pdV = BVdAr + (4/3) BrdV 
folgt, daß nicht die Entropie, sondern > 
6Q9/rV Differential einer Zustands- ® 


größe ist. 60 = 0 liefert die Adiabaten- 
gleichung r V*/3 = konst., also (vgI.Abb.) 


7 


7,7, ds—q, vs, 7,43 = r, V 28 we i 
und damit V,/V; = V,/Vs. Mit der Se: 1 = 
aufgenommenen bzw. abgegebenen a a 7 V, v 


Wärme @, = 4ß7;(V, — V,)/3 bzw. 
Q, = 4Pßr,(V, - V;)/3 wird der Wirkungsgrad 


n=1+Q/9% =1-(nt#n=1l- nt. 
Abgeschlossenes System: Eis + Umgebung. Übergang zum unsbgeeikich, 


senen System: Zwischenschaltung von (oo vielen) Wärmebädern 7, ... 73, 
reversible Zuführung von g5 und wiederum Zwischenschaltung von Wärme- 
bädern 73... 7,. Entropieänderung des Eises: 


Tg Tg 
As, = 3 cp dr/T + gs/Ts + ei cwdr/r. 


Von der Umgebung wird die Wärmemenge [ CpdrT+gs+ ii cwdrT rever- 


sibel an das Bad 7, abgegeben. Gesamte Entropieänderung' 


T8 ‚Tr Tg 

As = [e$+&+ N elf GpAT+gs+ ji "orazl>o 
Tı Tg T, Tg 

Prozeß also irreversibel. Zahlenwerte: Asp = 0,372 kcal/kg grd, 

Asy = — 0,348 kcal/kg grd, As= Asp + Asu = 0,0237 keal/kg grd. 

Übergang zum unabgeschlossenen System: isotherme Expansion von V, 

(bei Pı > 9,) und isotherme Kompression von V, so lange, bis 


Di = =P = (MVı+PaVe)/V. 


Hierbei wird 
p 
_ [dE+54 _ A_ oV 1 oV 
48-/7  [arnl& te arrle), 
Se 22V ren 
= |pVıln Er ER aka PıV | 


Speziell: p, = 2p,; AS = Zar In (32/27). 
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Abgeschlossenes System: Strahlungshohlraum V. Aus dE = 0 folgt mit 
(256.8) ar1V, =«artV, d.h. die Temperatur nimmt bei der Expansion 
V,>V von r, auf r ab. Entropieänderung: 


a 


- Sa[ıV rıV,l= san (() -1]>0. 


Prozeß also irreversibel. 


. Kreisprozeß: 1— 2 auf waagerechter Isotherme, zurück auf geschwungener 


Isotherme. 4=p(V,-V}) [7 paV= 7 
=nQ,a- Irreversibel: 7 <ne = ör/r 
mit ö7 = 0 (Kreisprozeß bei einer ein- 
zigen Temperatur), d.h. p(V, — V,) 
< I pdV. Übergang 12 bei 
p<p(r) also irreversibel. n >. nach 
TI. Hauptsatz verboten, daher auch 
Übergang 1— 2 bei p > p(T) verboten. v 


Unabhängige Variable: V, 7, M. Aus (272.4) folgt ee (VW, 7, NM) =0, 
also auch N m=09 und ae v- —o. "Dies sind (unter 


Hessnikhung: von (252.2, 4 und 5) Foleruigeh an die Zustandsgleichungen 
p=p(V,r, M) und ı=h(V,r, M) in der Form Im (aplär)y, = 0 


und lim (dh/dT)y, ‚u = 0. Analog zu (273.5 bis 8) 3 aus 

T>0 B 
lim (0 E/OT)y, u = (OF/AT)y, y und (9F/OT)y, u = —$ für die Wärme- 
7>0 


kapazitäten lim (9.E/O7)y, 1 = limCy, y = 0 und wegen 
7>0 7>0 
Cv.u=Ov,n— T(8h/Or)v,n (0 M/OT)n,v 
auch limCy „= 0. 


1r>0 


Bei Wahl von p, T, I als unabhängige Variable folgen die entsprechenden 
Beziehungen für (9 V/OT),,n, (OM/OT)p,u, Cy,n und C,, ı1- 


Die Forderung Ka h/dr) = 0 wird von (253.1) nicht erfüllt, daher gilt 


(253.1) für > (4 nicht mehr. Für die adiabatische Entmagnetisierung bei 
konstantem Volumen gilt nach (252.2) 


ds — - ( = ech mr (a) P,r = 2 a) = 


ht dM= G),. dr+ (+), , „a. 


oT 
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Unter Benutzung der ersten Gleichung (252.5) und Cy. y = (BEA T)y. M 
erhält man 


dh aM j a A) 
, d dh. 
(er. le "SF \ör u TE 


(Man überzeugt sich, daß auch die zweite Gleichung (252.5) und damit der 
II. Hauptsatz nicht verletzt wird!) Weiter folgt 


dr 1 dikW) 
T 2 Ra+Kh%' 


Integration liefert das Verhältnis Anfangs- zu Endtemperatur 


Kı? kl? 
nm = 1 + = -/ı- 1,8. 


Zu variierende Funktion: S(xz, y) = (x — a)? + (y — b)?; Nebenbedingung: 
f&,y) =? + y?— R?=0. Aus (315.7) folgt analog zu (315.10) 2 (2 — a)=a2x 
und 2(y—-b)=«2y. Nach Elimination von & entsteht für die beiden 
gesuchten Punkte x, 5 = +aR/Ya® + b2,y,,— —bR/Ya®+b? und für die 
kürzeste bzw. längste Enfernung YS(z,,yı) = Ya’ +b°?— R bzw. 

VS (@2, 92) = Ya + b, + R. 


. Entropie des Gases (312.6): S(r, V) = In(zr V*) + konst; Endvolumen: 


V;, = V, + Fx (z = Endstellung des Kolbens); Endtemperatur (aus dem 
Energiesatz): 7, = 7, — ax?/2C0y; Entropie des Endzustandes: 


S(x) = In[(r, — ax?/2Cy)Cr(V,+ Fx)R] + konst. 
Aus dS/dx = 0 folgt für die Stelle, wo die Entropie ihr Maximum hat, 


= —-VlIF(Y+lD)+ Vrlrlr + 1)? +2p, v,la (Y+1), in Überein- 
stimmung mit [Ü 23.3]. 


. Nach (313.3) wird 


p=art/3; S=4aV7?/3 und C,= — 7(02F/A7T2)y = 4x Vr®. 


(9E/88)ı,n =7(8,1,M) = ryexzp [(S — 8, — a,g (l - 1,)°/21, + M?/2K)/Cı, m] 
liefert für die Entropie 


S(r,1,M) = 8,+ Cı, min (z/r,) + aq(l — 1)?/2, — M2K. 


Die beiden Zustandsgleichungen folgen aus (9E/Al) y,s = — x(r,1,M) 
und (0E/8_N),s=h (7, M,1) zu x(r,l)=&(r)q(t- ı,)Il, (Hookzsches 
Gesetz, Elastizitätsmodul e(r)=a, + ar) und h (7, M) = M(r—- 9)IK 
[ferromagnetischer Stab, vgl. (228.8)]. Die Freie Energie ist 
F(r,,M)=E—-1S= E,— Syr + Cr, n(r — 79) — Ci, nTin(r/r,) 
—e(T)g(l — 1)?/21, + M®(r — B)/2K, 
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die Freie Enthalpie 
@(t,h,x)=F+x#(- 1) - M h=E,— SoT + Ci, m(r — To) 
— CO, mria(z/z,) + #"W/2eqg — K W/2(r 9). 


. Aus P;; = (9 F/dE,;,), folgt mit 9Sp E/9E,; = d;, die Zustandsgleichung 


in der Form P(&,7)= —-a(r -T,)(A+2x/3)I+2x&+A(SpeE)I (I=Ein- 
heitstensor). Auflösung nach € (mittels SpP = — 3a(r— 7,) (A + 2x/3) 
+(2% +34) SpE und Elimination von Sp£&) liefert schließlich 


E(P, 7) = [a(r — 79) 2213 — 2 Sp Pl(2x + 34)] 12x + Pl2x 


für die gesuchte Zustandsgleichung. Die innere Energie ist 
E(€&,r)=F-r($F/Ar).,,=Fo(r) — T9F,[oT 
+ &1,(A + 22/3) Sp& + x Di,r€2, + A(Sp E)?/2, 


der Kompressionsmodul (-AV/V Pi )z=r, = — (SPE/P;:)z. z, und der Aus- 
dehnungskoeffizient (AV/V (T — 7,))p,,=0 = (Sp E/(r — T,))r,,-o = «a. (Damit 
liegt die Bedeutung von & fest; A und x sind die Lameschen Parameter 
aus [134]). 

a) Mit (134.5) wird die Zustandsgleichung E&(P,r) =[a(r — r,)/3 — p/ 
(2x +34)] I bzw. &,, = &,, = &,, = alt — T,),3 — p](2x + 3A). Die innere 
Energie (mit 2 ZEr=3E ı) ist B(E,,,7) = F,(r) - TAF, [OT + (2% + 34) 


ler, &ıı + 3829], der Kompressionsmodul — (SpE&/p)z_.,, = 3/(2% + 34). 
b) Nur Zugspannung in x-Richtung, daher alle P,, = 0 außer P,, #0. 
Zustandsgleichungen: &,,(Pıı r)=a(r— 7,)/3+ P,1(2*+22)/2x2(2x+34); 
&,,=&,;=alt— 7/3 — AP, /2#(2% +34) sowie E&;=0 für ik 
Innere Energie E(E;,,7) = F,(r) - rOF, [dr +&7,(34 + 2x) (€), + 2835) 
+E7,(# +A]2) + 2E22(r + A) + 2AE,, Egg. „Kompressionsmodul“: 
(SpE&/Pıı)r-, = 12x + 34). 


. 87; # 0,80; = TS; = 0, 5M; = 0. Mit (222.3) folgt 6, = — 9,87, ein- 


gesetzt in (321.8) liefert 0 = 2;%8V,(ß — p,), daher , =ß = P. 


. Gleichgewicht: g,(, 9,7) =y,; mit i = 1,2. Daher gilt (322.8) für jede 


Komponente einzeln: dp; = —dU, mit dem Potential pro Volumen- 
einheit U;(o) = —w;w?o?/2 (eo: radialer Abstand vom Zentrum). Für 
das ideale Gas (& = Z,/2, = pılp.) gilt m;=pm,/rr und damit 
dp,/p; = wm; ode/rr. Integration für i = 1 und 2 sowie Division liefern 


«(0) = «a (0) exp[(m, — me) w? g*I2rr] 
für die Ortsabhängigkeit des BOBZEDIEALISDESENANEIBRER. Die Normierungs- 


forderung (Massenerhaltung) f deoepu(0) = &a [ doous(e) ergibt im Zentrum 
ö 


&(0) = &,m, (exp[m,w® R?/2rr] — 1)/m;( RR 1). 


32.3. 


33.2. 
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Für R = 0,1m; 0,2 m bzw. 0,3m erhält man «(0) = 0,0071; 0,0077 bzw. 
0,0086. 
Nach (326.6) existieren bei K = 2 am eutektischen Punkt 4 Phasen neben- 


einander: festes Benzol, festes Napthalin, flüssiges und gasförmiges Ge- 
misch: Die Gleichgewichtsbedingungen 


d(Ag)=0=—-Asdr+Avdp+rrd(Alnz) 
lauten für die Übergänge 1 > 2 bzw. 2— 3 (mit As = q/r und den Nähe- 
rungen u, — v,®0 undv—-v®v,=rr/p) z.B. für Benzol 
Hark +dlnzg,=0 bzw. —gpdr/re?+dp/p + din (zga/2B2) = 0 
Entsprechende Gleichungen gelten für Naphthalin (qy, zy). Integration 


zwischen den Größen der reinen Substanzen (p,, Tg, 1 bzw. 99, Ty, 1) und 
dem eutektischen Punkt (p, 7, z, bzw. ?, 7, zy) liefert z. B. für Benzol 


2 (4-2) +Manı=0 und = (4-)-1m en 0. 
Das sind zusammen mit den entsprechenden Gleichungen für Naphthalin 
und mit 2, +zm2 = 1 sowie zpg +23 = 1 sechs Gleichungen für 
P, T, 289, 283, Zwa, und zyz3. Auflösung und Einsetzen der Zahlenwerte er- 
gibt für den eutektischen Punkt p = 0,0354 at = 3,50 - 10° N/m?, 7 = 270°K; 
29 = 0,863, zya = 0,137; 2y3 = 1,1:10°°» 0 und zp5 = 1. In der Gas- 
phase befindet sich fast ausschließlich Benzol. 


. Aus (331.8) wird 82, = — (6218! + 8£1137'); Gleichgewichtsbedingung:: 


8G = — V,(8L1 3] + 851137 )8:(P, 7, 2) = 0. Die beiden Reaktionspara- 
meter £; und Zr laufen unabhängig voneinander von O bis 1. Daher gilt 
> ii g;(D. T, z;) =0 und 3; 3 g;( PT, z,) = 0 bzw. IIzBı = Kı(p, 7 7) und 
II, zB = Kı(p, 7) mit Ky, = exp[—- (3; ZI.Ig(p,T n))er]. Gibt es Kom- 
ponenten, die an beiden Reaktionen gleichzeitig teilnehmen, so sind die 
Gleichgewichtsbedingungen über die betreffenden Molzahlen gekoppelt. 


Ausgangsmolzahl für Stickstoff: Z,. Molzahlen im Gleichgewicht: Z,(1 — %) 
für Stickstoff, 3Z,(1— y) für Wasserstoff, 2yZ, für Ammoniak, Gesamt- 
molzahl Z= 2Z,(2 — y). Mit z,= Z,/Z wird 


K(y) = (zw,)"? eu, )/zxn, = V2T(1 - Yayl2-Y). 


K(y) = 72,5=K, liefert y = 0,0088 bzw. eine Ausbeute von 0,88%. 
y = 0,l ergibt K = 5,54 = K,. Andererseits gilt hier 


K(p, r) = Aexp[-q/rr]r*p"" 


wegen 7, =7, also K,/K, = p,/Pı. Der gesuchte Druck ist daher 
p2 = 13,1 at = 12,9 - 10° N/m?. 
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35.1. 


Lösungen der Übungsaufgaben 


Molzahlen im Gleichgewicht: Z,=1-a für N,0,, Z, = 2x für NO,, 
Z= Z, + Z,. Gleichgewichtskonstante: X (&) = z Bi 22,122 — = (1—-02)/4 0°. 
Elimination von «& ergibt «(p, 7) = [1+ 4K( (p, 7)]-"?. Integration von 


(332.10) bei dp= 0 liefert X (p, , 7,)= Kin. T,) |<] f [ara |- 5,86 
und somit endgültig @(pı ,7,) = 20,510. 
Gleichgewichtsbedingung: 
(9, 7,)=8(p,7,1-2)=8,(p, 7,1) +rrin(l 2) 
mit 7 = 7, + ö7. Wegen 
5(P, 7,1)» g(p,7,,1)—-örs(p,7,) und 8,(P, 70, 1) =82(P, 70, 1), 


mit der Umwandlungswärme q,5 = T,($3 — 5,) und unter Berücksichtigung 
von In(l1 —- 2)» — z wird die gesuchte Temperaturänderung 


ör = —rr92/(Yı2 + T 702). 
(Siedepunktserniedrigung wegen 9, >0.) 


Freie Enthalpie: @ = Zıg, + Z,8, + Zıgı; dabei sind Z, und Z, die Mol- 
zahlen des Lösungsmittels links bzw. rechts der semipermeablen Wand 
(vgl. Abb. 341), Z, ist die Molzahl der Ionen. 6@=0 bei öZ2, = —5Z, und 
8Z; = 0 liefert anstelle von (341.3), vgl. [346] 


sp, 7,1)=8,(p+8P, 7,27) +8. 
Mit der Entwicklung 
g,(P + 89, T, :,) = &(P, 7, 1) +vöp-+rrinz, 
(wobei z; = Z7/Z, und z, = 1 — z,) und bei Beachtung von 
8, 7,1)=8,(B, 7, 1) 
folgt für den osmotischen Druck 
öp = rrlr - g/rr)/v = zırr [1 - lalY@@ılr) Br] iv 
mit a aus (344.9). 
Molvolumen der Legierung: 
v= V/Z = (V/M) (M/Z) = vm = (1/u(2,)) (m, 2, + my 2,) 
mit m, = 55,9 kg/kmol; m, = 58,7 kg/kmol; z, = 1 — z,. Nach (353.2) er- 
hält man für das partielle Molvolumen des Eisens 
v=v+32dv/d,=v-z,dv/dz, 
und mit der gegebenen Funktion (23) 
vy=[m, (1-25) + myz,]/u(z2) + z2(du/dz,) [m,(1 — 23) + mgz]/u (22)? 
— 2,[m; — mı]/u (23) 
= {(55,9 + 2,82,) (a + 2bz, + 3cz})/(@ + bz, + cz3) — 2,824} —— - 


x(a+b2,+cz). 
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35.2. Die molare Wärmekapazität der Lösung c, = 2,6, +4 236; = (1 — 25)€, + 23%, 


41.1. 


41.2. 


41.3. 


ist als Funktion von z, gegeben: c„(2z5) = c„(25)[m, (1 — 25) + my2,] mit 
m, = 18kg/kmol und m, = 36,5 kg/kmol. Elimination von e, bzw. ce, aus 
der zu (353.2) analogen Gleichung ergibt e, (25) = C,(23) — z2de,/dz, sowie 
6, = Cy(23) + (1 — z,)de,/dz,. Die numerische Rechnung liefert bei 
2, = 0,01: ec, = 18kcal/kmol - grd, = — 24,4 kcal/kmol - grd; bei z, = 0,1: 
€, = 16,7 kcal/kmol - grd, &, = — 3,5 kcal/kmol - grd. 


Die Wahrscheinlichkeiten, in n Spielen keinen bzw. genau einen 
„Fünfer‘ getippt zu haben, sind (1 — w,)” bzw. nw,(l — w,)""!; ent- 
sprechendes gilt für die „Vierer“ oder „Fünfer“ mit w,> w,+ w,. Daher 
wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit n(w, + w,) (1 — w, — w,)”"! und für 
kleines w, und w, gilt näherungsweise w » n(w, + w,). Berechnung von w, 


bzw. w,: Die Zahl der möglichen Fälle ist M = Ik die der günstigen 


G,=1 bzw. G, = 5-85. (Für die 4 Treffer gibt es 5, für die falsch getippte 
Zahl jedesmal 85 Möglichkeiten.) Also wird w,=1 | ( ei ) —=2,3.10-8, 


w 5-85 ( 5) -968-10-* und schließlich (mit n = 100) 0 = 0,97. 10-#. 
Die 3 Stücke haben die Längen 1,0 <1;,<I,miti =1, 2,3. Ein Dreieck 
kann nur dann konstruiert werden, wenn alle Stücke die Bedingung I; < 1/2 
erfüllen. Z,, l,, I, seien die kartesischen Koordi- 
naten eines Punktes im Raum; dann liegen alle 
möglichen Punkte wegen 4 +k,+Ll,=1 auf 
einer Ebene, und wegen I; > 0 innerhalb des 
Dreiecks ABC. Die günstigen Fälle unterliegen 
der Einschränkung 4, l,, ,<1/2 und liegen 
daher innerhalb des Dreiecks abc. Das Flächen- 
verhältnis und damit die Wahrscheinlichkeit ist 
also w = 1/4. 


Zahl der möglichen Fälle: M” (jedes Teilchen kann unabhängig vom anderen 
in jedem Kästchen sein). Für die Verteilung ‚je ein beliebiges Teilchen in 
N bestimmten Kästchen‘ gibt es N ! Möglichkeiten. Diese N Kästchen lassen 


sich auf ( 5 verschiedene Arten aus den M Kästchen auswählen. Zahl der 
günstigen Fälle also: (y)n !. Gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
M -N N 
w= y N! M-N = MII(M — N)IMN. 


Für große M und N sowie M >N folgt mit (416.11) 


ww eN/(1 — N/M)M-NYı— N/M. 
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Entwicklung im Exponenten analog zu (417.5) liefert 
(1 — N/M)M-N = e(M-Nind-NIM) 4 e- N+N®(1+ Nj8MJ2M 


und somit 
wa (1 — N/M)-M2 e-NQU+N]3MyeM „ e-N2M, 


Für M> » folst w—1. 


In der Zeit T/A findet im Mittel ein Zerfall statt; die Zerfallswahrscheinlich- 
keit für ein Intervall At ist daher 34t/T mit T= NAt. Die Wahrschein- 
lichkeit, daß die n Atome in n bestimmten Intervallen (und daher in den 
übrigen N — n nicht) zerfallen, ist (3/N)”"(1 — %/N)Y-". Da es n beliebige 
Intervalle sein können, wird endgültig 


N\[a\nt, _A\N-n 
a” 
Grenzübergang At— 0 bedeutet N oo, N! und (N — n)! können daher 
durch die StirLingsche Formel (416.11) angenähert werden. Wegen N>n 
und N>n erhält man 
Ss z (N/e)® YN Eh erlı _ er 
n KH -n)/eP-" YN nn! n! N 


Entwicklung im Exponenten analog zu (417.5), aber Abbrechen nach dem 
ersten Glied (N — ) liefert 
n \-(N-n) -(N-n)(-n]N) 
( _ 7) we SD 


N 


e*" und (1-A/N)Nrwerü 
und somit endgültig 


nr” 


WS - era _ (Poıssonsche Verteilung). 


a) Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Stoß nach rechts oder links zu ge- 
langen, ist jeweils 1/2. Teilchen im Abstand » rechts von x = 0: Es müssen 
n Stöße mehr nach rechts als nach links stattgefunden haben. Analog 
zu [414] werden den beiden Fällen ‚rechts‘ und „links“ zwei gleich große 
Kästen zugeordnet. Nach (414.3) folgt für die Wahrscheinlich- 
N, |N, | keit, bei N willkürlich hineingeworfenen Kugeln im rechten 
Kasten n Kugeln mehr als im anderen zu finden (N, + N,=N; 

N, -N,=nrunda=b=1j): 

N! N! 


NN 


1\Y 
Un Min on) (5) i 
1]! | 


2 


In der Nähe des Maximunms (rn < N) ergibt eine zu [417] analoge Rechnung 
für die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


w, = VY2lr N-er"®8, 


41.6. 


41.7. 


42.1. 
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b) Gesuchte Wahrscheinlichkeit: w = (1 -- wy)? mit wy = (1/2)Y. Für 
große N gilt näherungsweise 


w= eM(h[1-un]) x e-Mlun+wuyl2] x e- MUS THUN HN], 


Für M> © geht w— 0, d.h. bei großer Teilchenzahl wird sich mindestens 
eines bei n= N befinden. 


Nach (413.4) ist (mit A=«) 

2)E=0;4r=- Yard. b)E=0;4r= Va. 0)E-3/ß,8 = 12jP; 
+0 +00 

Ax= Y3/ß. d) "= [ dyerfw-a'+Rv] [ dyer?W-@* mit y=Ine. Inte- 


gration (quadratische Ergänzung im Exponenten!) liefert x" = exp[na 
+n?/4ß]. Damit wird Ax = e® Ye! — ef. e) x? divergiert; w(x) muß also 
für x > oo stärker als mit 3. Ordnung gegen Null gehen, damit Ax existiert. 


Mittlere Teilchenzahl in v = 1 cm?: a) % = vp/kr = 2,6 . 101%; b) a = 2,6 - 101%. 
Nach (417.7) gilt w(v) = exp[— v2/2A]/Y2rR mit bw1 wegen v<V 
und der Schwankung »=n — R= (x — 1). Summation führt auf die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit 


W (a) = dvw(») 
AN 


1 r —1 1 1 1 
= — [| dye’= — [| — dle-% ea end 
= y° j% ® le 5 ( Zar + ) 
a 


durch fortgesetzte partielle Integration (a = (« — 1) Y%/2). Abbrechen nach 
dem 1.Glied (a ist von der Größenordnung YA » 10°!) liefert endgültig 


ea-nenR, 


1 
le 
Speziell für x = 2 bzw. 10 erhält man a) W (x) = 10-" mit m = 5,6 - 1018 
bzw. m = 4,6 : 102°; b) W (x) = 10-” mit m = 4,6 - 1012 bzw. m = 5,6 - 101%. 


Aus dem Energiesatz folgt p(x) = mö = +/2myYE = ax für x> 0. Die 
Bahnkurve besteht aus zwei Parabelstücken mit 
den Scheitelpunkten bei x — +E/a. Phasen- P 
volumen: 
AB) =$drp(e) x 
EJa Ela Ela 
= 4f dz Y2m VE- ax — 82m E3/2/3a. 
6 
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Umlaufszeit: 
t(B)= ddt=mäYda/p(«) = AQ/AE = 4Y2mEja. 
Bestimmung der Lacrangefunktion (vgl. [T 413]) Z= T — V. Kinetische 
Energie T = Mä2/2 + m(& + P)]2 mit &=x + !sinp und n =1coso 
(vgl. Abb. 421.2). Potentielle Energie: V = mgl(l — cos 9) + Mwgx?/2. Bei 
Vernachlässigung von Gliedern höherer als 2. Ordnung in 9 und 9 wird die 

Lagrangefunktion (o = g/l): 
Liz, &, 9, $) » (M + m) #2 + mP?j2 —- Moga?/2 — mol g/2+mlio, 
mit den kanonischen Impulsen 
p,=9L/9£»= (M + m)& + mol und pP, =9L/0p zmPo+mli 
sowie den Bewegungsgleichungen 
d,=(M+m)ä+mlö=-Magr und D, = mi +mlö= —mailp. 
Einsetzen der 0-ten Näherung (ungekoppelte Schwingungen) 2° (f) = x,c0s@yt 
und 9°(f) = g,cosw,t in die beiden Bewegungsgleichungen liefert p}(t) 
= —- Mo%, sin o,t sowie pl (t) = — ml?w,9, sin o,t. Hiermit folgt aus den 
beiden ersten Gleichungen durch Integration 
ar (t) = ocoswt — Blgyo eoswy Et. 
Abermaliges Einsetzen von x!(f) in die erste Bewegungsgleichung und 
Integration ergibt 
p!.(t) = - Mwo [x sin ot — aßlyo sino,t] # -—M wyX%psin wol. 

z.() und p}(t) stellen die Bahnkurve in erster Näherung dar. Die Oszilla- 
torenergie wird 

Mo? M 


2 I 
Eolt) + ne salat 1-28" coswtcosw@t+ß® 


12 2 
— cos’ot| 
To 


77, zö|ı _ 281” coswntcosoıt| ; 

[) 
Die Energie schwankt um den Mittelwert M 2 x2/2 (vgl. Abb. 421.3). Dicke 
der Energieschicht öE, = 2ßMw,x,l9,. Die Bahnen sind im all- 
gemeinen nicht geschlossen, daher wird öE, im Laufe der Zeit von den 
Kurven „gleichmäßig“ ausgefüllt. 
Bedingung dafür, daß immer die gleiche Kurve durchlaufen wird: 
E,(0) = E,(rt) (Umlaufszeit 7 = 2x/o,). Erfüllt für o,r = 2r und o,r = 2rcn 
oder ol = n, n ganzzahlig. 
Den Erhaltungsgrößen Energie E und Drehimpuls £ entsprechen vier Hyper- 
flächen: 
F,(«, Y,?2, Pr» Py» Pp:) = (pi + p + »2)/2m + Vie, Y, 2) =. E -=0 sowie 
F,= yPp; — 29, — Ir = 0; Fa= 29 —- 29 Ly=0 und 


F,=2P,— yP:— =. 
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Da die Bewegung eben ist, reduziert sich. der Phasenraum auf vier Dimen- 
sionen, in Polarkoordinaten: r, @, p, und P,. Wegen p, = |%| = konst. 
ist die Bewegung dreidimensional. 


44.1. Für die mikrokanonische Gesamtheit (442.2) gilt 
w= 42,0 3 AB, = AQ,/(QE,V) — Q(E-58E,V))» AQ,/Q(E,V). 


Die Entropie ist 
S=-kNw,lnw, = — (k/Q) 2A mA, ee ; 


Mit gleich großen Zellen AQ, = und YAQ, = Q(E,V) wird 


S(E,V) = kin(Q(B,V)jh). 


Wegen (98/9 E)y = 7! und (98/AV)z = p/T folgt für den Druck 
_ IQ (Img \-ı 
P- gr (38) 


Mit Q(E, V) aus (442.6) wird beim idealen Gas p = 2E/3V. 
44.2. Eine zu [443] analoge Betrachtung liefert 
BE, Vf ARE, Dr a E-E,V-Vı). 
Unter der Voraussetzung V > V, wird hieraus 
o(E,, Vı) # @exp[In2,(E, V) — E,(91n.2,/9 E) — V,(91n2,/8V)] 


oder aucl: 
0(E1,V,) = cdfı+*Pı 
mit den vom Wärmebad gelieferten Parametern % und «. Mit einer zu 
(444.6) analogen Zustandssumme Z(a,d) = 3,9#»**P» erhält man (statt 
E,,Vı ab jetzt E,V) E+aV =91nZ/9lnd und 7 =9InZ/in99a. 
Ein Vergleich mit den Differentialbeziehungen der freien Enthalpie [vgl. 
(313.3 und 4)] führt mit 9 = exp[-1/kr] auf E(p,r) = -krinZ und 
& = p. Die neue Gesamtheit wird also endgültig durch 
e(E,V) = cexp[— (BE + pV)/kr] 

beschrieben. 

44.3. Allgemein gilt (445.7) mit E, = (1/Ar,) [ ARH(R) = HR)" ”. Speziell 


y 


wird a) 9E,/ol, = —a Ner@-i, also 
i 
8A = - ölıa I w, Neru-njitr 
v i 


mit öl, als Verschiebung der Wand in x-Richtung. Die Kraft folgt aus 
8A = — Köl,, der Druck wird also 


p= Kl; = (a/l;l;) >, sen, 


21 Macke, Thermodynamik und Statistik. 2. Aufl. 
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45.1. 


45.2. 


45.3. 


Lösungen der Übungsaufgaben 
b) 9E,/9w = mw 3 a? ”, also 8A = dw mw ZW, B7 22% und 
T 
K= -moywNYa”. 


c) 9E,/0a = DEE ” also8.A = zo, 21a »s5aundK = - Yu,” 
i v i 
K hat nur in a) die Diesen. einer Kraft. 


Auf Grund des Virialsatzes gilt für den harmonischen Oszillator Ein = Et 
und daher en — E,/2. Das Scharmittel wird (Ar, = h) nach (451.3) 
Zum", „ Zebtlgerttt 


kin = kr 


1 s 
308,47, 3 Zei =; krf(a) mit «=hw/kr. 


Auswertung der Summen liefert 
a) -«(r+5) 
fa) = &(—9/90) je /[2ye 2/=a[1l/2+(e® 1)"; 


im Grenzfall x < 1 gilt der Gleichverteilungssatz wegen f(&) > 1. Über- 
gang zum Integral (451.4) also nur bei genügend hohen Temperaturen er- 
laubt. 

Hamtronfunktion H(p,,r;) = D;(p?/2m + ar?/2). Die Integrationen im 
Zustandsintegral lassen sich einzeln ausführen: 


Zr / dt... dpvexp[— ;(p2/2m + ar/2)/kr]= 2”, mit 


3 


+ [üre amj2kr fen erpil2mkr| — [2rxkz/R) Ym/a}- 


Die Freie Energie ist F= — krInZ& = -3Nkrin (2rkr Ym/a/h), die innere 
Energie E= — r?9/dr(F/r) =3Nkr. Die Wahrscheinlichkeit, etwa Teil- 
chen „1“ bei rt, zu finden, ist W(t,)dt, = c„exp[—- ar}/2kr]; aus 


LAN du=1 


folgt die Normierungskonstante c, = (2rkr/a)-®2. 


Jedes Molekül hat 3 Translations- und 2 Rotationsfreiheitsgrade (10 N-di- 
mensionaler Phasenraum). Die kanonischen Impulse 
Ps und p, folgen aus der LaaRAangzfunktion (vgl. 
[T 413) L=T=J(#®+sin992)2 zu = Jd 
und 9, = Jo sin?d. Die Hamıtronfunktion 


H = 3 [(pt/2m + p}o/2J + pR,j2J sin?d) + Uy(t;)] 


mit D,(r) = 0 


45.4. 
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bzw. oo innerhalb bzw. außerhalb V ist separierbar wie in [Ü 45.2]; daher 
& =2z" mit 2 = Zyans Zt, wobei 


+0 3 
trans = (WR) | F dp, e- Pal2mk | a (W/RP) (Armkr)?le und 


2r +o Tr eh 
210 = (1/R?) [AP [ [An,dde- Pal2krsinte [ dpge-meskr 
0 -% 0 ER 


den Translations- bzw. Rotationsanteil der Zustandssumme im 10-dimensio- 
nalen Phasenraum eines Moleküls darstellen. Ausführung der Integration 
liefert 2,0, = 8n?krJ/h?, so daß endgültig wird 

Z = [4rnV (2rkr)5lamsl2J]N HoF. 


Hieraus folgen unmittelbar F= — krN[InV + 5/2 lnr + konst.] sowie 
E=5krN/2, der Druck p=—9F/dV=Nkr/V und 
Oyv = (9/9 T)y = 5.R/2 
mit R=KkN. 
Mit der Wechselwirkungsenergie (455.1) wird die HamıtLronfunktion 
H = ,(p}l2m, — m;d + U,(t;)) mit U,(t;) = 0 bzw. oo innerhalb bzw. 
außerhalb V. 
a) Wegen m$ = mh{& und Z = v/l folgt für die Zustandssumme ähnlich 
wie in [Ü 45.3] 
+00 
& =2" mit z= (V/R) [ dp„e”PHl2mek 7 


-o 


3 ı 
Nermhrikai, 


vZ-ı 
Auswertung der Summe liefert x’ = («*1!-x-)/(«—1) mit «= 
exp[-mh/krl]. Somit wird endgültig 
2 = (V/h?) (2rmykr)®2sinh [a (21 + 1)/27]/sinh [&/21] mit «= mh/kr. 

Hieraus folgen nach den bekannten Beziehungen die thermodynamischen 
Funktionen 
F=—krN {InV + (3/2) Inr + Insinh[« (27 + 1)/22] — Insinh (&/22) + konst.) 
und 
E=3krN/2 — mN h{(21+ 1) coth[a (22 + 1)/27] — coth (&/21)}/2 1 

= 3kr N]? M 2 
mit der Magnetisierung 
M = — (A F/dh) = mN {(21 + 1) coth[&(21 + 1)/21] — coth (a/21) 21. 
b) Bei kontinuierlichen & ist der Grenzübergang > auszuführen. 
Daher wird die Zustandssumme 
z = (VI/h)(2rkrm,)?2(sinh«)/«, 
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da für 1 © sinh (x/21) » «/21 ist. Die Freie Energie ist F= — krN[inV 
+ (3/2) nr + Insinh& — Ina + konst.], die innere Energie E = 3krN]2 
— mNh(cotha& — 1/&) und die Magnetisierung /M = mN (cotha& — 1). 
Nach [T415] läßt sich die Bewegung von geladenen Teilchen im Magnet- 
feld durch die Lagrangzfunktion Z = I) „[m„tz/2 + en A(t„)] beschreiben. 
A(r) ist das Vektorpotential, siehe [F 42]. Hieraus folgt auf übliche Weise 
[T 421] die Hamıtronfunktion 


H= nl®n = e,A)%Y2 M,.: 
Die kinetische Energie des i-ten Freiheitsgrades des n-ten Teilchens ist 


(2m; — Ar)? u 1 
2m, 2 


N: — 
Erin = 


6) 
(Pr; e„A;) dp H. 
nr 


Den Mittelwert e®, erhält man analog zu [451]. Der Zusatzterm — e,4,; 
stört bei der partiellen Integration nicht, da er nicht vom Impuls abhängt. 
Ergebnis: ei, = kr/2. 
In (464.6) wird die Entwicklung erst nach dem quadratischen Glied ab- 
gebrochen:a(V,r) = (N/2V) [dt [-Ur)/kT + (U (r)/kr)2/2] — 4(N/V)v,- 
Mit (464.7) liefert die Integration (V,T) »4N(v,/V) [uo/kr) 
+ (u,/kr)?/6 — 1] mit % und »v, aus (464.8). Druck und Energie sind 
nach (463.7) 
p(V, 7) =Nkr/V + (4N?v/V®)[kr — w(l + u/6kr)] und 
E(W,r)=3Nkr/2 — (4N?ou/V)[l + Ww/3kr]. 

Vergleich mit (464.11) führt auf die VAN-DER-WaAALSschen Konstanten 
A=4Nvuü(l+u/skr) und B=4Null+ u2/6(kr)?). 
Danach ist Temperaturunabhängigkeit gute Näherung nur für kTr>u,. 

Mit den gleichen Vernachlässigungen wie in [464] erhält man 


x(V, 7) » (N/2V)[- 8% + (dre/kr) [ drre’"], 


2n 
für Druck und Energie nach (463.7) also 
p=(Nkr/V) + (4N?u/V?)[kr-nül E= 3N kr/2 —4N?nupvo/V 

mitn= (l/2r,) (1 + 1/2r,) und = (3e/2r,)exp(— 2r,/l). Vergleich mit 
(464.11) liefert für die van-DER-WaArsschen Konstanten A? = 4N?v,uyN 
und ßB = 4v,N. Sehr kurze Reichweite (1> 0): A?» 0 (Hartkugelgas); 
punktförmige Teilchen (r, > 0): A?» 2N?rc® undß=d. 
Für die Mischung gilt mit der Näherung (464.3) analog zu (464.5) 

N 

2 


1) +) 
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bzw. für große Teilchenzahlen x » N?f,,/2N + N,Nafıs!N + Nifzg/2N. 
N, bzw. N, sind die Teilchenzahlen der Komponenten 1 bzw. 2 mit 


N,+N;=N, 


die Faktoren f,, bzw. f,, enthalten die Wechselwirkungen der entsprechen- 
den Teilchensorte unter sich und fı, diejenige zwischen den beiden Kom- 
ponenten. In der Näherung (464.9) (hohe Temperatur) liefert die Integration 
ähnlich wie [464] 

z ja | u ı) 4N3v, ( Us ) 8N,NavV15 (8 1) 


== Tao NV \m 


a(V, r) = 


mit v,, = (4/3) [(r} + r)/2]°. Gleichheit der inneren Energie vor und 
nach der Mischung (abgeschlossenes System) führt mit E aus (464.11) auf 
die Temperaturänderung 


ee RZ ae A u 
2. vr v, 7 mit Ai=4Njvu und Ay=4NgvW- 


Die Konstante A? des Gemisches folgt aus A?= —VNkr(da/drT) zu 
A=-AR+AH+2A, mit Ala=4N,NyV 542. 


Wegen ßB,,< V,, und Al2/Vı2< N,akr und Druckgleichheit gilt nähe- 
rungweise N,/V, = N;/Vz,= N/V. Damit wird die Temperaturänderung 


ATz 


2912412 — dılı — Yu) Z 0 


sn, N 
30V | 


je nachdem, ob die Wechselwirkung 1<>2 oder diejenige zwischen gleichen 
Teilchen stärker ist. 


Wegen U(r) = ©; 0 für rs2r, folgt nach (464.2) f(r)= - H(2r, — r), 6 
aus (126.10). ß, = —4v,; ß, wird nach (465.19) 


1 
P= — ar [a dr, d130 (27, — 79) 8 (27, — 723) (27, — r13) 


2 (as, as, - AL -)0-|&-8) 
mit eh: 


Die 6-Funktionen beschränken den Integrations- 
bereich über 3, (bei festem 3,) auf das schraffierte 
Gebiet nebenstehender Abbildung. Elementare 
Integration liefert, 


fassu - u - 13-3) 


= (2-s1?(4+4 5) 
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(Volumen zweier Kugelabschnitte). Aus der Integration über 3, folgt dann 


2 6 
= - [asp =) @-Sa+s 5, 
wobei v, = 4rre/3 das Volumen eines Teilchens ist. Der Druck wird nach 
(465.17) Nr No Nu\? 


PIELALEREL -10(7e)] 


Die Besetzungszahlen n, = (exp [(e, — £)/kr] F 1)" der BoseE- bzw. 
Fermiıstatistik sind positiv definit. Hieraus folgt für die Boszstatistik 
— 00 <{L<e, (&,: niedrigster Energiezustand) bzw. — o <ö< © für 
die Fermistatistik. & — — oo liefert in beiden Fällen die Besetzungszahlen 
der MAXWELL-BOLTZMANN-Statistik: 
N. eilkt-erjkr — e-&lkr 

Die Zustandssumme n 2 = FY,In(1F exp[(£ — &)/kr]) für das Bose- 
bzw. FErMIgas wird wegen |{|> kr nach Potenzen von exp [— |ö|/kr] 
entwickelt und nach dem 2. Gliede abgebrochen. Auswertung durch In- 
tegration, vgl. (476.3 bis 5), 


Zu>[gV apin? =4rVg(2m krjk2)32 [dxa* 
liefert (e= p/Y2mkr) 


InZ »4rVg (2mkajh)92 [dw a®er=ükr|] + zei] 
ö 


—= (97/2?) ei/krf] + 93-512 ee/k7] 
mit A= h(2rm kr)"U?. Die mittlere Teilchenzahl ist nach (473.8) 
N=krdlnz/dt = (gV/A) eiltr[1 + 2-32 eölkr]. 


Damit entsteht für die Zustandsgleichungen 


, r 9, nz N 9-57 42-3 e2dkr 
p(V,r,N) = (gr), . er aV kr #2 gi? er 


= (Nkr/V) [1 F 2-52 N AlgV]. 
Der Term F2-5/2 N}3/gV enthält die Abweichungen vom klassischen Ver- 
halten. Er verkleinert bzw. vergrößert beim BoseE- bzw. FrrMmigas den 
Druck », verglichen mit dem klassischen Gas, in ähnlicher Weise wie zu- 
sätzliche Anziehungs- bzw. Abstoßungskräfte. Der Vergleich mit dem 
klassischen VAN-DER-WaALsschen Gas 

pP(V,2) = (Nkz/V)[L + (B— AN ka)/V] 
bei den Zahlenwerten (Sauerstoff bei r=0°C und p = lat) 

B]V =1,38-10°; A®NkrV = 2,63-10-°;, 2R NV =3,0-10° 

zeigt, daß die Entartungserscheinungen von den VAN-DER-WAALSschen 
Kräften im allgemeinen überdeckt werden. 


VERZEICHNIS DER VERWENDETEN FORMELZEICHEN 


Hinter der Bedeutung eines Zeichens ist im allgemeinen diejenige Formel angegeben, in 
der es zum ersten Male auftritt. Abkürzungssymbole und gewöhnliche Koordinaten sind nicht 
mit angeführt. 


A,a,a,8,W Allgemeine Zustandsgröße 
(31.11) 
A, A zugeführte, abgegebene Arbeit 
(221.1), (222.11) 
a Wärmediffusionskoeffizient (123.5) 
a Federkonstante (421.1) 
A,a VAn-DER-WaaLssche Konstante 
(132.4) 


3 Magnetische Induktion (135.2) 
8, b Van-DER-Waarssche Konstante 
(132.4) 


C,c,c, € Wärmekapazität (113.1), (236.19) 
c Schallgeschwindigkeit (237.3) 


D Adiabatenparameter (241.2) 
® elektrische Verschiebung (135.2) 


E,e,e, € Energie (21.1), (236.11 und 16), 
(321.1) 
e Einheitsvektor (134.1) 
€, e Elektrische Feldstärke (135.2), 
(233.7) 
e Elementarladung (343.11) 


F, % Fläche, Flächenvektor (121.1 und 3) 
F, f, £ Freie Energie (271.5) 

f, { Zahl der mechanischen bzw. thermo- 
dynamischen Freiheitsgrade (142.10) 
(225.7), (314.1) 

/(o) Verteilungsfunktion (141.3) 


G, 9, 8, 8 Freie Enthalpie (313.1), (321.9), 
(325.1 und 5) 
@, G, GREENSCHE Funktionen (126.8) 
g Besetzungszahl der ‚‚inneren Zu- 
stände‘“ (476.3) 
g Erdbeschleunigung (131.1) 


H,h,h, 9 Enthalpie (232.1), (236.12 und 18) 
(324.2) 
H Hamıtronfunktion (421.5) 
9; h magnetische Feldstärke (135.2 und 5) 


h=2rh PLancksches Wirkungsquantum 
[142], (432.1) 


I Einheitstensor (134.4) 
i imaginäre Einheit (125.1) 


J,j, ij Wärmestrom, Wärmestromdichte 
(121.1, 2 und 3) 
J Thermodynamisches Potential 
(471.17) 
ik Konvektionswärmestromdichte 
(128.1) 


K,8,t Kraft, Kraftdichte (134.1), (322.1) 
k Bortzmannkonstante (141.9) 
K(p, T) siehe Massenwirkungsgesetz (332.3) 
K, verallgemeinerte Kraft (314.1) 
K Zahl der Komponenten eines 
Systems (326.6) 


L Linearer Operator (124.6) 
L LoscHmiprzahl (131.6) 
l mittlere freie Weglänge (146.7) 


M, m, WM Masse, molare Masse (Molekular- 
gewicht) (112.3), (131.12), (236.10) 
1M, MH magnetische Polarisation (135.2 
und 5) 
m magnetisches Dipolmoment (228.1) 
m, Molekülmasse (141.2) 
M, M, Zahl der Messungen, 
Systeme (412.1) (422.3) 


Zahl der 


N,n Teilchenzahl, LoscHmipTkonstante 
(131.6) (141.10) 
N Teilchendichte (132.5) 
N Wärmeleistung (122.2) 
n Teilchenzahl im Teilvolumen (414.2) 
ny,n„ Besetzungszahlen, mittlere 
(473.12 und 14) 


p Druck (131.1) 
%, D Elektrisches Dipolmoment pro Vo- 
lumeneinheit (135.2) (233.7) 
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P, p, p Impuls, Teilchenimpuls (141.1) 
(421.3) 
P Spannungstensor (134.1) 


0, 9, 9 Q zugeführte Wärmemenge (113.11) 
(122.4) (342.6) 

@, 3... abgegebene Wärmemenge (222.11) 

(236.11) (343.16) 


R,r,r (universelle) Gaskonstante (131.3, 4 
und 8) 
R Radius einer vieldimensionalen Ku- 
gel (415.1) 
R Zahl der chemischen Reaktionen 
(326.6) 
Rez Realteil von z (125.5) 
r, Molekülradius (463.8) 
NR Ortsvektor im Phasenraum (423.4) 


8,8, s Entropie (244.7) (262.2) (332.5) 
S Gleichgewichtsfunktion (315.11) 
S Stoßwahrscheinlichkeit (146.2) 
$ Systempunkt im Phasenraum 
(423.11) 


T absolute Temperatur (111.3) 
T kinetische Energie (221.2) 


U elektrische Spannung (343.13) 
U, u mechanisches Potential (221.1) 
(454.1) 
U,;, Wechselwirkungspotential (463.1) 


V,v,v,v,®8 Volumen (111.2) (131.4 und 9) 
(236.24) (353.1) 
v, d Geschwindigkeit (128.1) 
U Geschwindigkeitsfeld im Phasen- 
raum (423.9) 
dv, Molekülvolumen (464.8) 


W Relativwahrscheinlichkeit (264.3) 
W Wahrscheinlichkeitsdichte (412.6) 
w Wahrscheinlichkeit (144.1) 
WO Bortzmannsche Relativwahrschein- 
lichkeit (432.8) 
w(v) Verteilungsfunktion (145.2 und 18) 


Y Zahl der Phasenraumzellen (Quan- 
tenzustände) (432.2) 


Z, z Menge, Molzahl (131.6 und 12) 
Z Zustand (266.1) 
& Zustandssumme (444.6) 
2 Zustandssumme eines einzelnen 
Teilchens (462.2) 


Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen 


Z Zahl der Dimensionen (415.1) 
3 Molumsatzzahlen (236.1) 
z Molkonzentration (325.8) 


& Ausdehnungskoeffizienten (133.2) 

& Virialsumme (463.4) 

& Mechanisches Wärmeäquivalent 
(142.4) 

& LagrAangescher Parameter (315.11) 


ß, Virialkoeffizienten (465.2) 
ß Lacrangescher Parameter (315.11) 


y LaGrAngescher Parameter (315.11) 
y Verhältnis 0,/Cy (238.7) 


A LarLaczscher Operator (123.5) 
ö Deltafunktion (126.1) 


€ Kleine Größe (126.1) 

€ Verzerrungstensor (134.2) 

&, Dielektrizitätskonstante (135.2) 
&, Einteilchenenergie (473.11) 


© Laufparameter beichemischen Reak- 
tionen (236.6) 

& Chemisches Potential (471.2) bzw. 
(473.10) 


n Energiedichte (256.1) 
n Zähigkeit (147.8) 
nc Wirkungsgrad, CArnotscher (242.6) 


Temperatur (111.1) 
Innerer Parameter (435.2) 
Thetafunktion (126.10). 


Kompressibilität (133.2) 
Reziproker DesyEradius (344.5) 
Lam&scher Parameter (134.4) 


So» 


, Wärmeleitfähigkeit (121.1) 
). Wellenlänge (125.6) 


* 
* 
* 
A Lam&scher Parameter (134.4) 
3 
L 
4 De-Brocuizlänge (462.11) 


1 Massendichte (122.4) 
40 Permeabilitätskonstante (135.2) 


v Wärmeleistungsdichte (122.5) 
v Zustandsindex (444.6) 


€ Äußerer Parameter (445.3) 
€, Verallgemeinerte Koordinate 
(314.1) 


e Punktdichte im Phasenraum (422.5) 
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co Spannungskoeffizient (133.2) 
co Wirkungsquerschnitt (146.1) 


t Schwingungsdauer (125.6) 


® Zahl der Phasen eines Systems 
(326.6) 


Xe> Xm elektrische, magnetische Suszepti- 
bilität (135.4) 


@ Kreisfrequenz (125.1) 

2 Volumen einer vieldimensionalen 
Kugel (415.1) 

2 Phasenraumvolumen (424.4) 


A,E,F,G@G,... extensive Größen [131] 


a, e, f, 9, P, T intensive bzw. spezi- 
fische Größen [131] 
a,e,f,g,... molare Größen 


a,e,1,8,... partielle molare Größen [325] 
W,€&,%,6,... auf den Reaktionsumsatz 
bezogene Größen [236] 


dA, 8.4 totales Differential bzw. kleine Än- 
derung der Größe A [222] 


Ä Scharmittel von A (422.3) 
AT Zeitmittel von A (422.1) 


o Trennung zweier Vektoren, die nicht 
skalar miteinander verbunden sind 
(134.1) 


9/dr Vektoroperator (121.6) 


SACH- UND NAMENVERZEICHNIS 


Abgeschlossenes System, 66, 138, 154 
Abhängigkeit, statistische 52 
Abklinglänge (Temperaturwellen) 19 
Absoluter Nullpunkt 3, 146f., 295 

—, Unerreichbarkeit 15lf. 

Absolute Temperatur 3, 113, 131 
Adiabaten 107£., 111, 114, 152 

— parameter 110f. 

adiabatisches Potential 156 ; 
adiabatische Zustandsänderung 43, 107f., 152 
Aggregatzustand 169, 172f. 
Akkumulator 189 

Anfangsverteilung 23, 25, 220, 228 
Anheizvorgang 17 

Arbeit 

—, abgegebene 75, 77£., 145 

—, mechanische 70, 114, 119 

—, reversible und irreversible 78 

—. reversibel zugeführte 251 

—, zugeführte 72, 77f., 252 
arithmetisches Mittel 53 

atomistische Deutung der Temperatur 44 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit 169 
Ausbreitungsfunktion 22f., 25 
Ausdehnungskoeffizient 2, 38 
Ausgleichvorgang 17, 137, 139, 163 ff. 


barometrische Höhenformel 169, 264 
BERTHEULOTsches Prinzip 148 
Besetzungszahlen 258, 287f., 290, 293 
—, mittlere 288, 294 
Bewegungsgleichungen 
—, kanonische 217, 221 
—, mechanische 202 
Binomialkoeffizienten 209, 289, 299 
Bleiakkumulator 189 
Bortzmanskonstante 46, 233, 254 
BoLrtzmAannsche Relativwahrscheinlichkeit 
231 
Bosez-EıInsTein-Statistik 290 
BoyLe-MaArıorTtesches Gesetz 31 


Carnotscher Kreisprozeß 113f., 118, 131, 133 
Chemisches Potential 283f., 287 

chemische Reaktionen 100, 180ff., 195 
CLausıus 49 


CLAUSIUS-CLAPEYRONsche 
mel 133f., 170, 183 
Cluster 275£f. 
CovLoMBsche Anziehung 192 
CvurrEpunkt 87, 130 
CURIE-WEISssches Gesetz 87 


Dampfdruckfor- 


Dampfdruckformel 133£., 170, 173, 178, 181, 
183 

Dampfdruckkurve 170, 173 

DeByeEradius 193 

Desyesche Theorie der spezifischen Wärme- 
kapazität 49, 123 

De-Brocuızlänge 269, 293 

Deltafunktion 19f. 

Dichte im Phasenraum 218f., 224f., 228ff., 
239f., 244f. 

Diffusionsgleichung 13ff. 

—, Lösungen 14, 16, 23, 25 

Diffusion idealer Gase 117 

Dissoziationsgrad 192, 195 

Divergenz 223, 226 

Druck 30f., 34, 40, 67, 76, 85 

—, des realen Gases 34, 275, 277 

—,im Zeitmittel 44f., 203 

— , kritischer 37 

—, osmotischer 186f. 

—, Strahlungs- 136 


| Druckausgleich 165 


Dvrong-PErITsche Regel 49 


Eigenwerte 257, 267 

Einstein 291 

Ernsternkondensation 292 

Einfrieren von Freiheitsgraden 49, 267 
Einschaltfunktion 21f. 

Elektrolyte 192, 195f. 
elektromotorische Kraft 192 
Endzustand, quasistationärer 228, 237 
Energie 

— des Fermigases 295ff., 298 

—, des realen Gases 275, 277 

—, Erhaltungsgröße 69 

—, Gleichverteilungssatz 47, 260 

— idealer Gase 46f., 80f., 269 

—, innere 81, 85f. 


Sach- und Namenverzeichnis 


Energie, mittlere 243, 246, 248, 287, 290 

—, mittlere quadratische Schwankung der 
248, 261 

—, potentielle 64, 70, 169, 260, 264, 270 

—, Schwankungen der 248, 261 

— und Magnetisierung 85f., 96, 129 

— VAN-DER-Waausscher Gase 83ff., 275 

Energiebilanz bei chemischen Reaktionen 102 

Energiedichte im Strahlungshohlraum 135 

Energieprinzip 69 

Energiestromdichte 61 

Energie und Wärmekapazität 46, 81 

Entartung 257 

Enthalpie 93f., 128, 147, 157 

Enthalpiebilanz bei Luftverflüssigung 100 

Entropie 120f., 138 ff.. 149. 160f., 176, 232ff., 
254, 270 

—, numerische Berechnung 121 

—, statistische Deutung 141f., 232#f. 

—, Zeitablauf der 234 

Entropiesatz 110ff. 

Entropiebilanz im Wärmestrom 139 

Entropiezunahme bei 

— Gasexpansion 140 

—, Reibung 143 

— Temperaturausgleich 137 


Entwicklung im Exponenten 211, 213. 245 


Ergodenhypothese 219 
Erhaltungsgrößen 69f., 223 

—, Wärme 6f., 10f., 24, 71 
extensive Größen 31ff., 174, 199 


FarapAavsche Konstante 191 

FERMI-DirAc-Statistik 293 fi. 

Fermikugel 296 

ferromagnetische Substanzen 87, 129 

Festkörper 39, 67 

—, Wärmekapazität 48f. 

Flüssigkeiten 38, 49 

Freie Energie 146f., 152f., 159, 255, 269, 271 

Freie Enthalpie 158ft., 166, 174 

—, partielle molare 175ff., 281f. 

Freiheitsgrade, thermodynamische 41, 67, 
158 

—, mechanische eines Moleküls 47f. 

—, Einfrieren 49 

freie Weglänge, mittlere 58f. 


Gas, ideales 30f. 

—, VAN-DER-Waarssches 33f., 275 
Gasentartung 280f. 
Gasexpansion, irreversible 140f. 
Gaskomponenten 83 
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Gaskonstante, universelle 31, 38, 93 
—, molare 32 

Gastemperatur, absolute 3 
Gasthermometer 3, 131 

Gausskurve 207, 209, 215 
Gay-Lussac 76f., 81, 117 
Gefrierpunktserniedrigung 188f. 

—, bei Elektrolyten 196 
Gegenstromverfahren bei Luftverflüssigung 99 
Gemisch 174, 197 

— idealer Gase 32, 82, 175 

—, ideales 174 

Gesamtheit 204 

—. großkanonische 284 ff. 

—, kanonische 237 ff., 243ff., 247 

—, mechanische 204, 223, 232f. 

—, mikrokanonische 237, 240ff., 247 
—, nichtstationäre 228ff. 

—, stationäre 220, 239. 
Gesamtteilchenzahl, mittlere 286, 290 
Geschwindigkeitsverteilung S4f., 262 ff. 
—, Mittelwerte 57 

—, quadratischer Mittelwert 55 
Gısgssche Phasenregel 1771. 
Gısgssches Potential 158 ff., 166, 174 
Gleichgewicht 

—, chemisches 180 

— , metastabiles 68, 185 

—, thermodynamisches 4, 66f. 
Gleichgewichtsbedingung 154, 160f. 
— zusammengesetzter Systeme 163 ff. 
Gleichgewichtszustände 155 
Gleichverteilungssatz 260f. 

Gradient 222 

Grenzenergie des FERMIgases 295f. 
große Zahlen 212 

Größen 1 

—, extensive 31 

—, intensive 31 

-, molare 33 

—, partielle molare 175, 197 ff. 

—, spezifische 6, 12, 33 
Grundgrößen 1, 31 

Grundzustand 257 ff. 


Hamiıtrtonfunktion 217, 221, 260 
harmonischer Oszillator 48, 216 
Hartkugelgas 280 

Hauptsätze der Thermodynamik 65ff. 
'ı —,I. 72ff., 121, 250f. 

—, II. 110ff., 115£., 120, 252ff. 

—, III. 148£., 255ff.. 285 
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heterogene Systeme 66 
Hohlraumstrahlung 135 
homogene Systeme 66 
Hydrodynamik 29, 105 
Hyperfläche (im Phasenraum) 223 


ideales Gas 30f., 125, 242, 269 ff. 

—, Energie 80f. 

—, Gemisch 82, 174 

innere Energie 85f., 125, 128, 146 

— idealer Gase 81 
Inkompressibilitätsbedingung 27, 226 
integrierender Nenner 111f. 

intensive Größen 31 

Invarianz der Wärmediffusionsgleichung 13 
irreversible Prozesse 13, 66, 115f., 137 ff., 154 
Irreversibilität 13, 66, 76f., 115, 120, 137ff. 
—, Kriterium für 143 

isobare Zustandsänderungen 42, 89, 158 
isochore Zustandsänderungen 42, 89 
Isotherme 35, 108, 110 

—, kritische 36 

isotherme Zustandsänderungen 43, 158 


Joule 47 
JouLeeffekt 130 
JOULE-THOMSoN-Versuch 97f. 


Kalorie 6, 47 

Kaloriemeter 8 

Kastenpotential 51 

Kervisskala 3 

Kilomol 31f. 

kinetische Energie 46, 260 

komplexe Lösungen der Wärmediffusions- 
gleichung 14 

Komponenten 177 

Kompressibilität 38 

Kompressionsarbeit 76f. 

—, atomistische Betrachtung 79f. 

Kondensation des BosE-EINSTEIN-Gases 292 

Kontinuitätsgleichung 106, 225 

Konvektion 27£. 

Konzentrationsprodukt 182 

Kraftfeld, Substanz im 167 

Kraftparameter 159, 252 

kritischer Punkt 371. 

kritische Temperatur 35 

kritisches Volumen 37 


Lacrangzsche Parameter 161f., 163, 
177, 2378: 


166, 


Sach- und Namenverzeichnis 


LarLAceoperator 13 

Lixpesche Luftverflüssigungsmaschine 99£. 

Liovvirescher Satz 227 

Loscaniprtsche 

— Konstante 32, 101 

— Zahl 32, 46, 60, 63 

Lösungen der Wärmeleitungsgleichung 16, 
22f. 

—, komplexe 14 

Lösungen 197f. 

—, binäre 197, 200 

—, ideale 198 

—, unendlich verdünnte 198 


Magnetisierung 85, 266 

magnetische Zustandsgleichung 41, 85 

magnetisierbare Substanzen 84f. 

—, Zustandsänderungen 95f. 

—, Energie 128 

Magnetostriktion 130 

Massenwirkungsgesetz 182 

—, für Elektrolyte 195 

Materialeigenschaften 38, 40f. 

Materialgleichungen 41 

MAxweELL-BoLTZMANN-Statistik 267f., 288f. 

Maxwerısche Geschwindigkeitsverteilung 
54, 262f. 

mechanische Gesamtheit und thermodynami- 
sches System 232 

mechanisches Wärmeäquivalent 47 

Menge 31f. 

Mischentropie 176 

Mischtemperatur 5, 7 

Mittelwert 53, 60, 203, 217, 224, 242, 246 

mittlere Besetzungszahlen 288f., 290, 294 

mittlere Energie 243, 246, 248, 290 

mittlere Gesamtteilchenzahl 290 

mittlerer Meßwert 51, 203 

Mol 31 

molare Masse 33 

molares Volumen 32 

Molekulargewicht 33 

molekularer Energieumsatz 104 

Moleküle 44 

Molkonzentration 197 

Molwärme, siehe (molare) Wärmekapazität 

Molzahl 33 


Nernstscher Wärmesatz 147, 255 
Newroxsche Bewegungsgleichung 50, 105 
Normierungsbedingung 54, 56 
Nullpunktsdruck 296 

Nullpunktsenergie des FErMIgases 295f. 


Sach- und Namenverzeichnis 


Operator, linearer 14 
osmotischer Druck 186 
Oszillator, harmonischer 48, 216 


paramagnetische Substanzen 86, 129, 265f. 
Parameter 

—, äußerer 250f. 

—, innerer 245, 254, 285f. 

Partialdruck 83 

partielle molare Größen 175, 197 ff. 
Pascatsches Dreieck 209° 

PAvuiprinzip 293 

Perpetuum mobile I 72; IT 115, 128, 136 
Phasen 66, 177£. 

—, gasförmig, flüssig 36, 66 
Phasenfläche 217 

Phasenraum 221 

Phasenregel, GıBsssche 177f. 
Phasenübergang 134, 173f. 
piezomagnetischer Effekt 131 

Pranck 148 

Prancksches Wirkungsquantum 49, 256 
Poıssonsche Differentialgleichung 27, 193 
Polarisation 193 

Potentiale, thermodynamische 147, 157f. 
Punktwärme 19 


Quantentheorie 49 

— und III. Hauptsatz 256ff. 

quantenmechanische Zählweise der Zustände 
257f., 286, 289 

quasistationärer Endzustand 237 

quasistatische Prozeßführung 74 

Quecksilberthermometer 2 


Randbedingungen 18 

—, Eigenschaften 26 

Rayreisasche Strahlungsformel 137 
Reaktionsumsatz 101f. 

Reibung, innere 63 

—, Entropieänderung 143 

—, Temperaturabhängigkeit 63 
Reibungskraft 71 

Reibungsversuche 47 

Reibung und Wärme 71 
Relativwahrscheinlichkeit 142 

—, BoLTzMAnNsche 231 
Retardierung 26 

reversible Zustandsänderungen 68, 115, 154 
—, Wirkungsgrad 115, 119 
Reversibilität, Kriterium für 144f. 
Schallgeschwindigkeit 105f. 


Scharmittelwert 204, 218, 224, 242, 246 
Schmelzprozeß 103 
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Schwankungen 203, 261 

—, mittlere quadratische 206, 210 

Schwerkraft 167 

Siedepunktserhöhung 189 

Spannungs-Dehnungs-Beziehungen 40 

Spannungskoeffizient 38 

Spannungstensor 39 

spezifische Wärmekapazität 6, 12, 63 

Spiegelung, Invarianz der Wärmediffusions- 
gleichung gegen 13 

Spin 293 

Stabilität, thermodynamische, eines Zwei- 
phasensystems 36 

statistische Unabhängigkeit 52, 55 

stationäre Lösungen der Wärmediffusions- 
gleichung 16 

stationäre Wärmequellen 26 

Steran-BoLtzmannsches Gesetz 135f. 

Stokzsscher Satz 74 

Strahlungsdruck 136 

Strahlungshohlraum 135 

Symmetrieeigenschaften und Erhaltungsgrö- 
Ben 69 

Systeme, in Wärmekontakt 249 

—, mit veränderlicher Teilchenzahl 280 


Temperatur 1 

—, absolute 113, 131 

—, absoluter Nullpunkt 3, 146f. 
—änderungen 15 

—, atomistische Deutung 44 
—ausgleich 4ff., 8ff., 165 
—begriff 1 

—gefälle 61, 138 

— im Raum 24f. 

—, kritische 35 

—messung 2f. 

—schwankungen 19 

—skala 1, 2, 131 

—, thermodynamische 254 
—verteilung im Stab 23 
—wellen 18 
Temperaturabhängigkeit der Entropie 122 
thermodynamisches 

— Begriffssystem 65f. 

— Gleichgewicht 4, 66f. 

— System 65, 154f. 

— Potential 147, 157£. 
thermodynamische 

— Freiheitsgrade 41, 67, 158f. 
— Temperaturskala 131f. 

— Zustandsänderung 67 

— Zustandsgrößen 75 
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Transportgrößen 62f. 
Tripelpunkt 172 


Umwandlungsentropie 123 
Unabhängigkeit, statistische 55 
Unbestimmtheitsrelation 256 
universelle Gaskonstante 31, 93 
Ununterscheidbarkeit von Teilchen 258 


VAN-DER-WaAALSsche Kräfte 33f., 63 

VAN-DER-WauALssches Gas 33f., 87, 125, 275 

— , Adiabatenparameter für 113 

—, Energie 83f. 

— , JOULE-THoMmson-Versuch 99 

—, Zweiphasengleichgewicht 171 

vAN ’T-Horrsches Gesetz 188 

Variation mit Nebenbedingung bei Gleich- 
gewichtsberechnung 160, 163, 166, 177 

Verzerrungstensor 39 

Virialkoeffizienten 277 

Virialsatz 49f. 

Volumen 2, 67 

— einer vieldimensionalen Kugel 210 

— , kritisches 37 

—, molares 32 

Volumenänderung 3 


Wahrscheinlichkeit 59, 205, 23U 
—, Definition 5lf. 

—sdichte 206 

— und Entropie 141f., 2321. 
Wahrscheinlichkeitsverteilung 57 
—, einer Punktverteilung 208 
—, Gausssche 213f. 

Wärme 

—, abgegebene 75f. 
—äquivalent 72f., mechanisches 47 
—bilanz 10f. 

—, Definition 5f. 
—diffusionsgleichung 12 
—-entstehung durch Reibung 71 
— , Erhaltung der 5f. 

"isolator 4 

—-leistungsdichte 11f., 20 

— leiter 4 

—leitfähigkeit 9f., 13, 62 
„leitung 4, 8fl. 

— menge 5f., 10f. 

—- quellen 23, stationäre 26 
—tönung 103 

— übertragung durch Konvektion 27f. 


Sach- und Namenverzeichnis 


Wärmekapazität 6f., 12, 46f., 81, 122f., 127 
Wärmekapazität, als Zustandsgröße 89f. 
— bei Flüssigkeiten 49 

— des VaN-DER-WaAALsschen Gases 84 
— des FErMIgases 295 

— und III. Hauptsatz 149 

— von Festkörpern 48 
Wärmestromdichte 9f., 27 

— und Entropiebilanz 139f. 
Wechselwirkung 

—, elektrostatische 192 

—,im realen Gas 273fl. 

Weglänge, mittlere freie 58f. 
Wellengleichung 106 

Wirkungsgrad 115f., 119, 131 
Wirkungsquerschnitt 63 
Wirkungsquantum 256 


Zahlen, große 212 

Zählweise, quantenmechanische 257f., 286 

Zeitablauf einer instationären Gesamtheit 
229f. 

Zeitmittel 50, 203, 217 

Zellen (des Phasenraums) 230 

Zustand 66 

Zustand und Temperatur 74f. 

Zustandsänderungen 42f., 66f. 

—, adiabatische 43 

— an magnetisierbaren Substanzen 95 

—, bei verschwindender Temperatur 148f. 

—, irreversible 66, 154f. 

—,isobare 42 

—, isochore 42 

—, isotherme 43 

—, reversible 68 

—, selbständige, Kriterium für 145 

Zustandsdiagramm 35, 68 

Zustandsgleichung 30f. 

—, reale Gase 275, 277 

— ‚ideale 30f., 34, 46, 80, 270 

— magnetisierbarer Substanzen 85f. 

— und Energie 126 

—, VAN-DER-WAALSsche 34f. 


‚— von Flüssigkeiten 38 


Zustandsgrößen 66 

—, thermodynamische 75£., 114, 118f. 
Zustandsintegral 268 

Zustandssumme 247fl. 

— der großkanonischen Gesamtheit 286 


!== des Boszgases 290 


— des FERMIgases 294 


; —, für ein einzelnes Teilchen 269 


Zweiphasensystem 36, 169 
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NATURKONSTANTEN 


Gravitationskonstante 
Prancksches Wirkungsquantum 


Vakuum-Lichtgeschwindigkeit 
Permeabilitätskonstante 
Dielektrizitätskonstante 
Elementarladung 


Ruhmasse des Elektrons 
Ruhenergie des Elektrons 


Verhältnis der Protonen- zur ‚Elektronenmasse 


Masse des Protons 

Masse des Neutrons 

Bonsscher Radius 
Comrronwellenlänge des Elektrons 
Klassischer Elektronenradius 
Kernradius-Einheit 
Feinstruktur-Konstante 
RypbBErafrequenz 
RypBeErekonstante 
Ladungskonstante der Elektronenwelle 
Massenkonstante der Elektronenwelle 
Spezifische Ladung des Elektrons 
Bonksches Magneton 


Borrtzmannsche Konstante 

Absolute Temperatur des Eispunktes 
Losc#mivtsche Konstante 
Gaskonstante 


FaraDAyYsche Konstante 
Energieeinheiten 


y/4r = 6,674 - 10-1! kgim3s-?2 
h = 6,625 - 10-3: Ws? 
h=h/2r = 1,054 - 10% Ws? 
c=1/Veoto = 2,99793 - 10° m/s 
Ko = 4r : 10°” Vs/Am 
& = 8,854 - 10-1? As/Vm 
1/Are, = 8,988 - 10° Vm/As 
e = 1,602 - 10-1? As 
€e=e/Y4re, = 1,519 - 10-14 (Wsm)W? 
m = 9,108 - 10?! kg 
mc? = 0,511 MeV 
m,/m = 1836,1 
m, = 1,672 : 10-2” kg 
m, = 1,675 : 10°?” kg 
a, = h?/me? = 0,52917 - 10-1° m 
2raa,=h/mc = 2,426 - 10"? m 


re = 2a, = €?/mc? = 2,818 - 10-75 m 


R, * 1,2: 1015 m 
a= €&/hc = 7,2973 - 10? = 1/137,04 
R=mei/2h? = 2,06697 - 1018 51 
Rj2rc = 1,097373 - 10° m! 
&e=—e/h = — 1,519 - 105 Vs’! 
u=m/h = 8,638 - 10°? m? s 
—e/m = e/u = — 1,7589 - 101! As/kg 
üne h/2m = 1,165 - 10°® Vsm 
e h/2m = 0,9273 - 10-2 Am? 
k = 1,380 - 10° Ws/grd 
T, = 273,15 °K 
n = L/kmol = 6,025 : 10?°/kmol 
r=kn = 8,317 - 10° Ws/kmol grd 


I 


= 1,987 kcal/kmol grd 
en = 9,652 - 10° As/kmol 
1 Ws = 1m? kgj/s? 


leV = 1,602 - 10-19 Ws 
1 kcal = 4185 Ws 


ATOMARE EINHEITEN 


Masse 

Ladung 

Wirkung, Drehimpuls 
Länge 

Energie 
Geschwindigkeit 

Zeit 

Magnetisches Moment, 


m = 9,108 - 10-1 kg 
e = 1,602 - 10-19 As 
k = 1,054 - 10° Ws? 
a, = R?/me? = 0,52917 - 10°! m 


&/an = mei/h? = 27,21 eV = 4,3590 - 10-1% Ws 


%=ac=&/h = 2,188 - 10° m/s 


ao, = h3/me* = 2,419 - 1077 8 


eh/2m = 0,9273 - 10-® Am? 
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